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^§ ftnb tarnn fünf Satjtjetinte t)erf(offen, ba 
wax bie ©ifferentiafc unb SntegralredinuTig nod^ ein 
aSiffen^gebiet, mit bem ftd) au§fd|üe)5Üd| ber SKatl^e^ 
matifer unb ber 9tftronom befdiäftigten. S)ie Sßertreter 
ber anberen naturtüiffenfd^aftlid^en gädfter ftanben tlnter== 
fudEjungen, bie itjre Äenntni^ t)orau§fe^ten, ganj fern, 
unb felbft bie 5D?ef)r5Ql)I ber 5ßt|t|fifer, üorjüglid^ bie 
beutfd^en ^f)^ftfer, glaubten fid) foldjen UnterjudEjungen 
üerfd^tie^en ju fönnen. 

2)a§ t|at fid) feitbem burd)au^ geänbert. 

©^ giebt je^t faft fein ®ebiet im 9ieid^e ber 9^atur^ 
tDiffenjd^aften unb ber S^edjnif metjr, in bem nid^t f)äufig 
Unterfud^ungen angeftellt tüerben muffen, bie bie tjöl^ere 
Slnal^fiS üorouöfe^en. SBer genötigt ift, 9rbt|anbtungen 
ted^nifdien ober d^emifd^en, pI)t)ftoIogifd)en ober ftatiftifd^en 
Sntjate unb bergt ju (efen, ober Set|rbüd)er über bie 
®i§ji|)Iin ju ftubieren, bebarf ber Isolieren 9KatI)ematif. 
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VI Cortoort. 

Sinüberall ftö§t man in ilinen auf S)ifferenttaIformeIn 
unb fd^larilc Sntegraljeid^en. S)er Strjt, ber Stjemifcr, 
ber nid^t afabemtfd^ gebilbetc Sicd^mler unb ü6ert)au^t 
jeber gi^cunb ber 9?atumtffenfd^aft lommt bal^er l^äufig 
beim ©tubtum bebeutung^tooQer ?lrbeiten in SSerlcgcnlicit 
unb ift nid^t fät)ig fic ganj ju erfaffen. @r n^irb 
gejtt)ungcn, fid^ mit ber 3nfiniteftma(mett)obe Vertraut 
äu mad^en, tüenn er fid^ nid)t in feinen Qklm 
befd^ränfen tt)ill. 

3n ©eutfd^Ianb giebt e§ je^t eine grofee 3^^^ S^nj 
toortrefflid^er Seljrfd^riften über bie S)ifferentiat unb 
Sntegralred^nung. Slber faft alle biefe SSerfe finb jum 
©tubium für ben fiinftigen 9KatI|ematiIer t)erfa§t ober 
fie tt)enben fid^ gar an ben tooHenbeten gad^mann. (£^ 
finb batier jumeift umfangreid^e SSerfe, bie tjäufig 
meljrere S5önbe umfaffen unb eine nidf|t geringe alge= 
braifd^e ®etüanbtt)eit unb bebeutenbe Äenntniffe öorau^- 
fe^en. Sl?änner mit matl|ematifd)en Äenntniffen fann 
man aber — felbft unter fold^en t)on afabemifd^er 
Silbung — mit ber Saterne fud^en. 2)er ©urd^fd^nittö- 
(efer mxt> balier nid^t imftanbe fein biefe fie^rbüdjer ju 
betüältigen, ganj abgefe£)en baüon, ba§ ein SKann, ber 
feinen 93eruf gu erfüllen f)at, nur feiten Qdt baju finbet, 
umfangreidie SBerle ju ftubieren. 

S)a§ ift audfi feit lange erfannt njorben. S)ie beutfd^c 
matf)ematifd£)e Sitteratur befi^t fiel^rfd^riften, bie auf 
Wenigen Sogen bie erften (gtemente ber I|öl|eren SD?atl^e= 
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ntotif cntotdfcln. ®te verfallen nur toicbcrum in ben 
ctttflcflengefciten gcljler, fic geben ju toenig! 

2)er aSerfaffer i)at ben SBerfud^ gemad^t, ju üer^^ 
mittein. S)er Äated^iämug ber S5tfferential=: unb Sntegrat 
red^nung enthält bie toid^tigften 9KetI|oben unb aSer:= 
roenbungen, bie anä) bie größeren ßel^rfd^riften bringen; 
ein S5IidE in ba§ Snljalt^öerjeid^ntö giebt bafür ben 
SBetoeig. (£r \)at \xä) femer bemül^t bie SnttüidEelung 
ganj elementar ju geftalten unb bie 9*e(f)nungen faft 
überall öoUftänbig burd^gefü£)rt. Um baö auf Keinem 
SRaume ju ermöglid^en, mu§te er bie S)arfteIIung nad^ 
anberer SRid^tung befd^ränfen. 

Unfer S'ated£)iömu8 foH ber ^raji^ bienen. ®r tt)enbet 
fid^ an Sefer, bie bie SD?atI|ematif nur afö SWittel für 
il^ren befonberen ßtüedt betreiben. ®er SBerfaffer burfte 
bal)er auf abfolut ftrenge 95etüei^fü]^ruug ber Seljrfäge 
öerjiditen unb ftd^ begnügen fie berftönblid^ ju mad^en. 
S)aö gefd^al^ u. a. baburd^, ba§ an ©teile allgemeiner 
Slbleitungen d^arafteriftifd^e SBeifpiele gefegt unb burd^== 
gefütjrt tt)urben. 

S)er Sßerfaffer red^net unb Ijofft nid^t auf bie ®unft 
ber SÄatl^ematifer; er ift befriebigt, tüenn eö il|m gelingt 
feinen fiefem in furjer Qdt ba§ ©tubium ber ©d^riften 
JU ermöglid^en, in benen bie ^öl^ere Sl?atl)ematif öer^^ 
njenbet tüirb. Sßielleid^t ftellt fid^ bei fold^en fpäter, 
nad^bem bie erften ©d^tt)ierigfeiten übertDunben finb, 
ber 3Bunfd^ ein, aud^ nod^ au^ tieferen Duellen matl^e^^ 
matifd^e SBeiSlieit ju fd^ö^jfen. 
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vm ©ortoott. 

Ueber ba^ 3)?a§ t)on Äenntniffen, bte ber Äated^t^muS 
t)orau^fe|t, fotüie über bie beften SScrfe, bic fid^ äum 
3Beitcr[tubium eignen, giebt ber Keine Slnliang unter 
bem Sitel „3»atl|ematif^e Sitteratur" Slugfunft. 

Snbfid^ fei nod^ §erm ©^mnaftdlelirer ©d^eibe ber 
2)anf für bie gefällige S(u§fü]^rung ber giguren l^ier 
öffentfid^ auögefprod^en. 
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(EinUitititg. 



S)te Differentials: unb Sntegral== ober bie 3nfini^ 
tcfimalred^nung.bicin i^rer gefamten 2(u§bc^nung and) 
mo^I atö ^ö^erc 2lnal^fi8 6e5cic^nct tütrb, bilbct beu 
©d^Iugftein am ^JJalaftc bcr SRat^ematil. SBenn and) in 
öcreinjeltcn göHcn fd^on bie alten SRatl^ematüer Stufgaben 
löftcn, au§ benen bie ®runbibee ber l^ö^eren 3lnalt)fi§ 
l^eröotleud^tet, — toir erinnern nur an bie SligeI6ett)eife 
be§ 9(rd^imebe§ — , fo mu§ fte bennod^ in i^rer metl^obifd^cn 
(£nttt)idtelung atö cineburd&au8moberneSBiffenfd^aft6e5eic^net 
toerben, bie ben Stempel ber neuen Qeii an i^rer ©tirn 
trögt. — Sfoac «Retuton (1643—1727) unb ©ottfrieb 
SBill^cIm Seibnij (1646—1716) ftnb unab^öngig bon 
cinanber bie ©rfinber bcr ®ifferentiafe unb Integralrechnung. 

®rmöglicl^t mürbe bie mer!mürbige S)i§jiplin burd^ bie 
Stnal^tifd^e ®cometrie, beren ©rfinber ber große 
gronjofe aien^ S)egcarteg (1596—1650) ift. ®r jeigte, 
ba§ geometrifd^e ©ebilbe burd^ gormein bargefteHt merben 
lönnen, mit benen man fö^ig ift, mie mit algebraifd^en 
©leid^ungen ju operieren. 

2l6er erft bie S)iff erentiolred^nung giebt bie 
3Wct^oben, burd^ bie man im ftanbe ift au§ ben ©leid^ungen 
einer Äuröe ober gläd^e i^re ©igenfd^aften ju ermitteln. 
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4 (Einleitung. 

©tc fd^ilbcrt gleid^fant auf boS gcnaucftc il^rcn SSerlauf, 
i^rc Krümmungen unb Snicfungcn, i^re ^öd^ften unb ttcfften 
5ßun(te u. f. \v. 

®ic gntcgralred^nung fann atö bog Umgcfel^rtc bcr 
Diffcrcntiolrcd^nung bcjcid&nct roerbcn. ©ie Icl^rt beifpicte=s 
n^etje oud ben @tgenfd^aften eineiS geometrifd^en ®ebtlbe§ 
bcffen Olcid^ung finbcn. aber aud^ ber'Sttftronom, bcr burd^ 
bic Seobad^tung ctncS ®cftirnj^, bcr ^^^ftfer, tücld^er au^ 
bcm ©tubium einer ©rfd^cinung gctotffc SRcgdmäfetgfcitett 
ermittelt ^at, crljält auS bcr Integration ben SBcg, ouf bem 
ftd& bo§ ©efttrn betoegt, rcfp. baS ®cfe^, bcm bic ©rfd^cinung 
folgt. S)ie l^ö^cre anal^ftg tft bal^er öon größter Sebeutung 
für bic oftronomifd^e, p^^fifalifd^c unb ted^nifd^c SBiffenfd^oft; 
io btefe finb je^t ol^ne bie crftc nid^t mel^r benibar. 

Unfcr SBud^ icrfäfft in brci Slbfd^nitte. Sm crftcn roerben 
©ä^e entlüidPelt, bie bcr algebraifd^en änal^fiS 
jugel^ören, einer S)i§jiplin, toeld^e man ate Sortfe^ung ber 
elementaren Stlgebra betrad^ten lann. ©ie finb uncrlößlid^ 
jum SSerftönbnig be§ jmeiten unb brttten Slbfd^nittei^, in 
benen bie Differential^^ bejüglid^ bie S^tegralred^nung jum 
SSortrag fommt. 
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Hie ai^tbtaxfd^t 2.mii^fxB. 



(Erftcs Kapitel. 

Sn bcn ©tementen ber Stlgebra tüirb Q^t^xt, bajs man 
für ein Sinom, ba§ auf einen ©jponenten erhoben, alfo }u 
einer ^ßotcnj gemad^t worben ift, einen 2fu§brud erl^ält, ber 
gejefemögig berlöuft, J. 53.'. 

(a + b)2 = a2+2ab + b2, 
(a4-b)^ = a^4-4a^b+6a2b2 + 4ab3 + b^ 
u. ). m. 

S)urci^ ben großen SRot^emottfer 5Kett)ton würbe gejeigt, 
ba§ man in blefer SBetfe aud^ ju bem gonj allgemeinen 
au^brutf t)on ber gorm fommt: 

1) (a4-b)- = a" + Ya--i.b + ^^a--2 b2 

+ ^^°~\j;7^^ an-3.b3H hnab-i+b-, 

in bem ber ©jponent n je ben beliebigen SBert- annehmen 
fann. gleid^gültig ob er pofitiö ober negotib ift. S)iefer @a^ 
toirb afö ber binomifd^e Se^rfa^ bejeid^net. 

Digitized by VjOOQIC 



3)ie Stuäbrüde ^ ^ 

T' -TT- ''■ 

nennt man bie Stnominalsrgocffijicnten, unb fd^rctbt 
in i^nen bic S?enncr 1.2, 1.2.3 2C. gctoö^nlic^ für^er, 

""^»^^^ 1.2 = 21.1.2.3 = 3! 

1.2.8.4....n = n! 

unb lieft für n! „n-SafuItät", für 3! „3*gafultät\ 

®Qg ficQd^tet, erfd^eint bcr 6inomlfd|e Se^rfa^ in ber Sorm : 

2) (a -i- b)«^ = a" + na"-i b + ^^^ a"-2 b^ 

+ ^(?^=?^a-^U3 + ...*+bn 

2. ^ie i6tnomiaI«^tfftstenten. 

(£8 foüen nun junäclift einige Sä^e aug bem binomifd^cn 
Se^rfa^c entroitfelt werben. 

©e^cn mir in bie ©leid^ung 2) a = b = 1, bann gel^t 
fie über in: 

3) 2°^l+n + ^^ + °'°";V"~''+ + 1. 

(£S folgt aug 3) ber bebeutunggboHc ©a^: ba§ bic 
©umme aller SBinomioI'S'oeffijienten gleid^ 2''ift. 

®nttt)itfeln wir ferner bie Sinomialsgormet für irgenb 
einen beftimmtcn ©yponcnten, j. 93. 
(a-f b)7 = a7 + 7a6b + 21aSb2 + 35a*b3 + 35a8b* 
+ 21a2b5+7ab«-fb^ 

fo lüirb [\ij ftetg jcigen, ba§ bie Soeffijientcn, bie 
gleid^ weit bom ®nbe unb 9tnfang entfernt ftc^cn, 
gleich grojs finb. 

®a§ ®efe^ ber S3inonüa(:=S'oeffijienten, ba§ im binomifd^cn 
ße^rfa^e Har l^erbortritt, l^at $ßa§coI bereits in einer fe^r 
überfid^tlid^cn gorm angegeben, bie man afö ba§ $ßa§calf d^e 
3)reiedE bejeid^net. 
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erftc8 ÄQj»ttct. JBom 6lnomtfd^en fic^rfafe. 7 

Gntlütdfcln wir, um bicfc gorm ju erhalten, bcn 9[u§^ 
brutf (a 4" b)^) tnbcm tt)tr für n nnd^ einanber 1, 2, 3 u. f. to. 
fc^cn unb bie ffoeffijtcnten unter ctnonber fd^reibcn. S)ann 
ergiebt fid^ : 

1 

1 2 1 

13 3 1 

14 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

1 7 21 35 35 21 7 1 \ 

1 8 28 56 70 56 28 8 1 

u. f. to. 

SDqS $ßagcalfc^e ®reicdE. 

3tu§ bcm SttuSbrud crftcl^t man unmittelbar, ba§ bie 
©umme be§ rten unb (r + l)ten Soeffijienten 
immer gleid^ ift bem (r -j- l)ten Soeffijicnten, ber 
nöd^ft l^ö^eren ^otenj. Sllfo menn man bie Sinomial^ 
Soeffijienten mit b bejeid^net, fo folgt : 
4) (n + 1) b'+i = (n) b^ + (n) b'+\ 

^ierin bebeuten n unb n-f- 1 bie ^ßotenjcn, r unb r-j- 1 
bie Stellung ber Soeffi5ienten. — ©rläutern toir ben ©a^ 4) 
noij an einem praftifd^en 93eifpiele. StuS bem 5ßa§calfd^en 
©reied ergiebt fid^, ba§ ber brüte Soeffijient öon (a-j-b)^ 
glcid^ ift bem jttjeiten unb britten Socffijientcn bon 
(a + b)^. Salier 

10 = 4 + 6 
ober in ber ©prad^e ber gormel 4) 

(5)b3=(4)b2 + (4)b^ 
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8 (Alfter Seil. 3)ie algebraifc^e Stnal^ftS. 

^weites Kapitel. 

3. Definition. 

©d^on bic ©lemcnte ber 8fiöc6rQ mad^cn mit uneublid^cn 
Steigen befannt. SBir l^obcn nur nötig unS an bic uncnblid^en 
I)eitmQl6rüc^c unb an bic arit^mctifd^cn unb Qeomttx\\(t)en 
5Rei^cn ju crinnetn. ©ottcn fold^e Dtci^cn nu^bringenb ^tin, 
bann muffen i^nen bcftimmte ®igcnf(()aftcn jufommcn, tt)eld^c 
iDir junäd^ft befpred^cn tüollcn. SBir berfa|rcn ba om beftcn, 
mcnu mir an bic befannten SSorgönge, bie bic geomctrifd^en 
Steigen jeigen, anfnüpfen. SRcl^men mir bic geomctrifc^c 
Steige an: 

1) V2 + V4 + V8 + V16 + V32 + u.f.m. 

Sic foH pd^ beliebig meit erftredfcn. S)ic (Summe bcr 
SReil^e tonn bann, mie befannt, burd^ hxt gormel: 

a(q^--l) 
'~ q-1 

beftimmt merben, in ber a ba§ Slnfanggglieb, q ben Quotienten 
unb n bie STnjal^I bcr ©lieber bebeutet. ®ie Summe ent== 
fprid^t einer unenblid^en SRet^e, menn n = oo mirb. — 
SSeftimmen mir junö^ft bie Summe für bie SRei^e 1) für 
unenblid^ bielc ©lieber. S)ann ift : 

®a§ befagt alfo, bag je me^r ©lieber ber Steige 1) man 
abbiert, um fo me^r fi^ il^rc Summe ber ®in§ nähert. 

©ine SRei^e, bereu Summe für eine fe^r große Slnjaf)! 
t)on ©liebem fid§ einer beftimmten enblid^en ßa^I ober, mie 
man ju fagen pftegt, einer beftimmten ©ren je (limes, abgefürjt 
lim.) nähert, nennt man fonbergent. Sejeid^net s bie 
Summe, bann beutet man ba§ an burd^ ben 2luSbrudE: 

2) lim 8 = 8, 
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Qtotitti SapittL ^ie unenblid^en fR^txu 9 

b. ]^. „ber ©rcitjiDcrt ber Sici^cnfummc für n ölctd^ uiteitb*: 
m tft s". 

Sann ein fold^er ©reitäloert tiid^t itad^gctoiefeit ipcrbcn, 
bann nennt man bic 9lei^e eine bibetflente. gürunS 
ftnb nur bie lontjetflenten Keinen tjon Scbcutunfl. 

4 Unttrfn^ititgen filier bit ftontpergena* 

Die aßflenteine fleomctrifd^e JRei^e : 

3) a4-ax + ax24-ax3_|-ax*+ +ax'^-i 

^at bie ©umme : 



ax" 

8 = - 



X— 1 1— X 

SWel^men mir an, eS fei in ber 9iei^e 3) n = oo. gft 
nun x= 1, bann ergiett fid^, bag bie 9lei^e bibergent ift; 
barouS folgt, ba6 fte für x> 1 erft red^t bibergent fein mug. 
— SBir hjoßen nun unterfud^en, mie fid^ bie Angelegenheit 
für x < 1 gcftaltet. ©d^reiten Wir l^ierju bie ©ummenformel: 



1— X 1 — x 

bann jeigt fic^ fofort, bog x° = x°° = ift. ©omit mug 
aud^ bog ®Iieb : ^ 

fein. 

®ic ©ummenformel ber geometrifc^en Sieil^e für x < 1 
gel^t alfo über in : 

unb boS ift ein enblid^er SBert. 

5)a8 ergiebt ben Saft: 

I. ©ine unenblld^e geometrifd^e Steil^e ift immer 
fonöergent, toenn i^r Duotient Heiner alg (£in§, 
alfo ein echter SSruc^ ift. Sann man fomit üon irgenb 
einer SReil^e nad^lueifen, bag ber Duotient jloifd^en jnjei fid^ 
folgenben ©Hebern immer berfelbe unb Heiner atö @in§ ift, 
bann ift aud^ ber 3?ad§n)ei§ für il^re Sont)ergenä gelungen. 
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10 evftct Seit. 3)ic argeöralft^e SlnalDft«. 

S)ie Unterfud^ungen über bic unenblid^cn Steigen unb 
tl^re ffont)crgenj finb befonberS in ben göflen Don SBid^tig* 
feit, ipo e§ barauf anfommt einen gefc^Ioffenen 2(uSbrud in 
eine Steige ju entn)icfeln, bie nad^ ganzen unb pofititien 
5|Jotenjen üon x fortfd^reitet. S)er binomifc^e Se^rfaft ift ein 
Seifpiel baf ur, bog ein gef d^Ioffener Sluäbrucf burd^ eine Steige 
bargefteUt werben fann. 3ft in i^m ber ©jponent ein ed^ter 
93rud^, bann gel^t bie ©ntmidtclung in eine unenblid^e Sleil^e 
über, bie für x< 1 immer lonöergent ift. 3- ®- (1 + ^T^* 
unb x(l. 

9lu^ burd^ einfädle ®it)if ion fönnen unenblid^e SBei^eu 
erjeugt werben. 

®it)ibieren Wir in bem 95rud^ i^x ^^^ ^^^ 9?enner in 
ben 3ä^Ier, bann ergicbt fic^ nad^ ber Stelle: 

1— X ^ ' 1— X 

Stttgemein: 
4) ^=l+x + x«+x8+ + x-i + j^. 

®ie S)ibifion fann felbflöerftänblid^ beliebig weit aug< 
geführt Werben. ®§ ift l^ier wol^I unjweifel^aft, baß bie 
Summe auf ber redeten ©eite ber ®Ieid§ung bem gefd^Ioffenen 
9(u§brud ouf ber linfen ©eite gleid^ fein mug. ®aS fül^rt 
ju folgenben jwei ©äften, bie nunmehr leidet einjufel^en finb. 

©aft II. Sebe unenblid^e Steige: 

a + aiX + «2X^ + Ö3X^ + a4X*+ , 

bie nad^ ganjen pofitiden ^ßotenjen t)on x fort= 
fd^reitet unb in ber a, a^, a^ k. enblid^e 3öi^Ien 
finb unb x< 1 ift, ift fondergent. 

©a^ III. ®a§ Snbglieb einer fold^en fon=: 
öergenten Steil^e mu§ immer gleid^ dluU fein. 
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3»citc8 StapittU 5)lc imcnbUd^cn 8tet§cn. 1 1 

gn uriferer SRct^e tft für n = oo unb x < 1 ber 

1 — X 

5. ^((ternierenbe Wetzen. 

^äuftg erfd^eincn in ber Üied^nung Steigen, bercn SSor= 
jcid^enfortbaucrnbmcd^fcln; man nennt fte alternierenbe 
«eilten, ©o tft j. 85. 

1-V2 + V3-V4+V5-V6 + V7K.---- 

€tne alternierenbe Steige. 

@Qfe IV. 2llternierenbe Steigen, in benen bie 
©lieber immer 6iS ju SWuII abnehmen, finb immer 
f ont)er9ent. SRan lann ftd^ tjom fd^neHen S(6ne^men folc^er 
tRei^en aud^ leidet ü6erjeugen, tüenn man immer jtüei ©lieber 
jufammennimmt. 3- ^-^ 

(1-V2) + (V8-V4) + (V5-V6) + 

baSgiett: i/^ _|_ y^^ ^ y^^ ^ 

äRerfen njir un§ nod^ ben @a^ V. 
©ine Steige t)on ber gorm: 

ift immer font)crgent, »enn r größer al§ @inS 

ifi a».: 

T^+ii + i-. + |.+ ---- = l + V4+V8 + Vl6 + ---- 

SBie man l^ier fofort fielet, ift biefe Steige öom jmeiten 
©liebe an eine geometrifd^e Steige mit bem Ouoticnten ^^. 
©aft I (Seite 9) f ann alf o l^icr unmittelbar SSermenbung ftnben. 

2lIIgemeine§: 6§ feien jmei unenbüd^e font)ergente 
ateil^cn gegeben, bie mit ber SSerönberlid^en x fortfd^reiten 
unb bie für benfelben SBcrt üon x, für jebeg ®Iieb, ben 
gleid^en SBert geben. 9t(f o : 

6) a + bx + cx2 + dx3-f 

unb 7) a-\- ßx'\-yx^4-^^'^+ 
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12 «rftct Xcil. a)lc argcöralfc^e Stnal^fiS. 

S)ann mug aud^ fein : 

a-|-bx-|-cx2-f~^^^H = a -\- ßji-^- yx^ -{- dx^ ^ • • 

unb e§ finb gletd^fattS bie Soeffiiientcn , bie üor ö^ic^en 
5ßotenjen t)on x fielen, ctnanber gleic^. Sllfo: 
a = a; b = /5; c = y; d = ^ 2C. 

6. 2)fe a^etl^obe ber nnl^ertfntntten l^otffiafentem 

S)ie SJeil^eitenttDidelung gefd^Ioffener StuSbrücf e 
ift in l^erdorragenber SBeife bebeutungSdoII für bie trigono = 
metrifc^en unb ©yponential-gunftioncn, alfo für 
sinx, a^ 2C. ®iefe Slei^en finb faft immer tran^cenbent, 
b. ^. unenblid^. ^m jmeiten ieile unferer SluSfül^rungen 
werben mir fie mit ^ilfe ber ©ifferentialred^nung entmideln. 
ßunäd^ft foKen ]&ier fc^on einige Slei^en ©riebigung finben, 
um ben großen SSorteil ber ®ifferentiaImct^obe red^t beutlid^ 
ju erfennen. Wan bebient ficl§ jur ©ntmtdtelung fel^r l^öufig 
ber SRetl^obe ber unbefttmmtcn Socffijienten, unb 
biefe fott bal^er an einigen praftifc^en Seifpielen t)orgefü§rt 
merben. 

SBäl^Ien mir einen 85rud), beffenßätiler unb Sftenner nad^ 
fteigenben ganjen 5ßoten5en t)on x fortfd^reiten unb bilben 
mir, mie auf Seite 10 angebeutet, burd^ Dibifion eine Steige. 
S)er 93rud^ fei: 

2 + 4x 
1—2x4-3x2' 
bann mirb: 

®urd^bie3Ket]^obeberunbeftimmtenJfoeffi5ienten 
lann ba§ SSerfal^ren fe^r bereinfad^t merben. 

S)ie 9iei^e, bie nad^ gan jen pofitiben ^^otenjen bon x fort:= 
fd^reiten muß, foll junäd^ft nur angebeutet merben. 

Saäir fd^reiben bal^er : 

O I A ^ 
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8»eltc8 ftapitcl. Die oinenbltd^cn diti^tn. 13 

@8 tnüffen nunmel^r bic Soefpsienten ao, ai 2c. Beftimmt 
tocrben. ®a§ gcfd^tel^t in f olgcnber SBeife. SWon f d^afft ben 
Sicnner fort; al\o 

10) 2 + 4x=(l — 2x-|-3x2) (ao + aiX + a2x2 

-f-asxH-aiX^-f ) 

unb fül^rt bic SWuItiplifation tDirllid^ au§. ®ann fteUt man 
t)Q^ Sflcfultat in ber folgenbcn überjtd^tlid^en SBeife äufammen : 

11) 2 + 4x = ao — 2ao]x+3ao]x2-|-3ai]x8 

M — 2ai[ — 2a2 2C. 
+ aij + ÄaJ + agj 
®te 9lu§brüdEe linf er unb rcd^ter $anb muffen pc^ gleid^ fein. 
(Bte^ nun red^t§ bom ©leid^l^eitääeid^en eine Iont)ergente 
atei^e, bann njerben aud^ bie ffoeffijientcn für gleid^ 
l^o]^e$otenjenbonxaufbeiben©eitenmit einanber 
ütereinftimmen. SKan benfe fid^ nunmehr, umjumStele 
ju gelangen, ben linfen StuSbrudt folgenbermagen gefc^rieben: 

2 + 4x + 0.x2-}-0x3 + 0x*+ :c. 

bann ift, menn toxi bie 2tu§brüdte gleich l^ol^er ^ßotenjen 
öon X einanber gleid^ fe^en : 
ao = 3 
ai — 2ao = 4 unb fomit: 

ai = 4 + 2ao = 4+4 = 8 
3ao — 2ai+a2 = bal^er: 

a2 = 2ai — 3ao = 16— 6 = 10 
3ai — 2a^-\-3LQ = unb: 

Bg = 2 a2 — 3 ai = 2 — 2 4 = — 4. 
SBir erhalten alfo ben SBert: 

l-2t+3x» =2 + 4x+10x^-4x«:c. 

@§ ift berfelbe, ben un§ bie S)ibifton gob. 

7. 2)te Sttttoitfelung kion a"". 
es foll mit^ilfe ber SKet^obc ber unbeftimmten 
Soeffijienten bie ©yponential^gunltion a"" in eine 
SBeife enttüidelt werben. 
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14 (Srfter XeiC. 2)ie a(ge6raif($e SInalpfiS. 

S)n für X = ber 2(u§briicf a^ = 1 mirb, fo mu^, wie 
unmittettar crfid^tHc^, bic Slet^c mit 1 beginnen. Wart 
fann nunmehr fe^en : 

12) a* = l-f-niiX-f-ni2X^"t"DQ3X^H~™4X*H ^c. 

Um ju entmideln fe^cn mir für x bcn Slui^brucf x -|- a, 

bonn ge^t bic Steige 12) über in: 

13) a^+« = l+mi(x+a) + m2(x + a)2 

+ m3(x + a)3 + 

©ntmidEeln toxt nun bie einseinen SBerte: 

mi (x -f- «) = Dtti X + mi a, 

mg (x + a)2 = ma x2 + 2 ma xa +na2 a^, 

mg (x -|- o.y = ms x^ + 3 mgx^a -j- 3m3 xa^ -[- mg a% 

u. f. m. 
©eften mir in 13) ein unb orbnen nad^ 5{Jotenjen üon a, 
fo folgt: 

14) a^+« = (1 + mi X -f- m2 x^ + mg x3+ ) 

+ (mi + 2 m2 x + 3 mg x2 -{- )a 

+ (m2 + 3mgx + )a2+ 

SSergleid^en tt)ir bicfe2lu§fül^rungmitber®(etc^ung 12), 
bann fielet man, bag bie erfteffilammer r)on 14) gleid^ a^ ift. 
S)a8 berüdfid^tigt ergiebt: 

15) a^+ « = a^ + (mi + 2 mg X + 3 mg x2 + ) a 

+ (m2 + 3mgx+ )a2+ 

©rinnern mir un§ nun ber Sejiel^ung : 
a^+« = a^.a«, 
unb bog entfpred^enb 12) ber 2luiSbrucf 

a** = 1 + mi a + mg a^-j- mg a^-j- ift, 

fo gel^t ber StuSbrucf 15) über in: 

16) a^+« = a^.a« = a^(l+mia + m2a2 + m3a8+..) 

= a*+mi a^a+m2 a^a^+mg a^a^H 

S)a bie Säejiel^ungen 15) unb 16) gleid^ finb, fo muffen, 
nac^ bem bereits t)ern)enbeten ®runbf a^e, aud^ bie Soeffi jienten 
ber übereinftimmenben ^otenjen öon a einanber gleich fein. 
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älfo: 

mi a* a = (lüi -|~ 2 mg X + 3 m3 x^ -| ) a 

ober 

17) mi a^ = mi -|- 2 mj x-j- 3 mg x2 -| 

©e^en mir tueitcr in mi a^ für a^ bcn SBert ber ®Ieid^. 1 2) 
ein, bann ergiebt fid^ bie Säejieliung : 

18) miCl-j-miX-j-mgX^ + ^s^^"}" ) 

= mi -f~ 2 m2 X -f- 3 mg x^ -f~ 

ober Qucl^: 

19) mi + mi2x-|-mim2x2-|-mim3X^+ 

= mi -f- 2 mg X -[- 3 mg x^ -f- 

S)a bie Soefftäienten gleicher ^otenjen öon x gleid^ finb, 
f folgt unmittelbar : 

ini=ini, 
2m2 =mi2 

ober ni2 = -17- 5 

3 mg = m^ mg , 

ba^er: m,=^-^ = -^ = ^- 

©efeen toit nunmel^r jum ©d^Iug bie SBerte in 12) ein, 
fo erhalten wir bie gen)ünfd^te 9lei^e 

20) a- = l + mix + 5|!x2+|^x3+. ...... 

inberbieS'oeffijientenmi einen ganj allgemeinen SBert beft^en. 

8. ^te (Enttoideluitg kion e^ 

SBrr motten bie 9iei]^e20) fpesialifieren. ©e^en mir x= 1, 
bann gel^t 20) über in: 

21) a=i+V+"2"+r7273H — ' 

fürjer in 

a=l + mi + ^ + ^' + 
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1 6 Srfter ^ell. ^te alge6raif(^e Stual^p. 

SBie man fofort fielet tft bcr SBert Don a burd^ mi gegeben, 
©ei mi = 1 ; mir tüoHcn, toie c§ gebröud^Iic^ tft, biegen SSSert 
tjon a mit e bejeid^ncn. 3Ifo : 

22) e=i + i + i^+i^+i^ + i,+ 

Slbbiert man bie ÄuSbrücfe auf ber rechten Seite, bann 
erl^alten loir ben bemerlenStoerten SBert : 

e = 2.7182818 

3n ©leic^ung 20) eingefügt ergiebt bie 9lei^e: 

23) e=^=i+x+i;+f;+ 

S)ag ift ein fe^r bebeutungSboIIer unb \üx^^ 
tiger @a^. 

®ie S'oeffijienten mi in ber Steige 20) foÖen je^t nod^ 
genauer beftimmt »erben. 

S)a X für jeben beliebigen SBert gilt, fo bürfen mir aud^ 

1 

^"~ m, 
feften. Xtinn mir ba§, bann ge^t 20) über in bie Steige: 

ai=i4-I?^-L.ViLj.!V.l 1 

ober in jl^ 

24) a^=l + l+ij + l+.... 

aSergleid^t man biefen 2(u§brucf mit 22), bonn folgt : 

unb boraug: a = e™i. 

5Wunme§r nehmen mir bie Sogarit^men, olfo 
miloge = loga, 
bann erl^alten mir einen neuen SBert für mi : 
^ _log_a^ 
^ log e ' 
ben mir in 20) einfe^en : 
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2)a§ tft bie SRcil^c für **, bie wir erhalten 
tponten. 

9. 800artt|iiten>e9ftemt 

Un{erc2Cu8ctitanberfcfeungcn füllten ju einer ®rtDeitcrung 
beö Soflaritl^mcnsS^ftemg, bie für bie l^ö^ere 3Kat^ematif 
öon großer Sebeututtfl tft; »ir looHen ba^er biefer Sin* 
gelegen^eit nähertreten. 

S)ie 93Qft§ ber fogenannten gemeinen ober Srigggfd^en 
Sogarit^men, bie man in ben lafeln bered^net borftnbet, 
ift belanntlid^ 10. S" i>ct ^ö^eren SÖJat^ematif öermenbet 
man faft augfd^Iießlid^ ein ©Aftern, beffen ©afiS bie t)Ott 

un§ foeben beftimmte Qa^l e = 2.7i828i8 ift. 2)iefe 

Sogaritl^men nennt man natfiriid^c Sogaritl^mcn unb 
man bejeid^net fie burc^ ein einfa^eS „1". Stifo 1 a l^eifet 
ber natürliche Sogaritl^mu^ Don a. 

Slud^ bie natürlichen ßogarit^men finbet man in ben 
meiften S^afeln bereits bered^nct bor. äJeifpietemeife im 
JJated^iSmuS ber Sogarit^men. SBir mollen nun^ 
mel^r bie fReil^e für a"" aue^ burd§ bie naturüdlen 
Sogaritl^men audbrücfeti. 

Sn ber Sllgebra toirb gejeigt, ba§ ber ßogarit^muS öon 
ber SofiS eine« jeben Sogorit]^men*@^ftemS immer ben 
SSäcrt 1 l^at unb bag ber Sogaritl^muS bon gleid^ — oo 
ifi. «Ifoift: 

log 10 = 1, logO = — 00, 
le=l, 10 = — 00. 

©ebenlen mir baS, bann tonnen mir f d^reiben : 

loga Ka l.a 

loge~l.e~ 1 ~^*" 
3!)ie aieil^e 25) gel^t nun toieberum über in bie bon unS 
gemünfd^te Sform: 

26) «*=l+xla + <i^ + ^V 

Öenbt, S)lfferentiat» u. SntegralrttJ^nuiig. 2 
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18 . (Srfter £eU. 2^ argebraifd^e «nal^fU. 

SS.ir iDoUen nun nod^ äeigcn, tote bic t)cr= 
fd^iebeneit Sogaritl&mens ©^ftemc in einanber 
ü.6crgcfö1^tt'n)erben''!öitncit. Scjctd^iten tütr ju bem 
Stüed bcn natürlid^en Sogaritl^muS einer Qa^^l N- 
mit n nnb ben gemeinen Sogarit^mnS berfelben Qa^l 

mit g, 8Kfo; ■ ■ ^ 

.: *? logN = g 

unb ' l.N = n. 

$)dfiir fann man mieberum {einreiben : 
' 10* = N, 

.,'.■'.:. . : ■ ' V=N. 

27>; ' • lO^ = e^ 

:pbftar|t§mieten toir S^y.alf^?: 

V < i . gl. lÖ = nle 

unb bebenlen, ba^ le = 1 i% bann ergie6tfic| nnmittettar: 

. Sn; b^lJ S:afeln für bie natürlid^ett .Sogdritl^men pnbet 
man 1.10 = 2.30209. SBir erl^alten bälget filr g ; 

38); ' "•, - -g — ö^'°- -' '^ '•■ ' 

' - ' ' ■ '^•80259 

gül^ren roir bic SDlöifton t)on an§, fo erj^alten ttjtr 

^•8q269 

clne3a^t bie man ben 2)?obuIu§ n^nnt unb mUMbejelc^net. 

, M= 0.43429. ^ 

S)er äßobuluS in 28) eingeführt ßiebtenblid^ bie SSejie^ung : 
29) •■• g = M.ii. 

SBir gelangen fomtt 5ü ber9tegd> 

®er gemeine Sogarit^mug g tjon einet 3a$I N 
ift gleid^ bem. natütIi(Jöcn Sogaritl^muS \>on bcr= 
{elben 3^^! multit)lijiert mit bem 3KobuIu§. 
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SwetteS Stapittl. S)tc unenbltd^m Kellen. 19 

gormcn toir 29) nod^ n um, bann crgiebt \\ä) : 

g. 
M 



30) n = -^ 



unb bte SRegcI lautet: 

3!)er natürltd^c ßogaritl^mug ijon einer Qa^l K 
ift bem gemeinen Sogaritl^muS ber glcid^en 3^^! 
gleic^, toenn man i^n burd§ ben SKobuluS bitjibiert. 

SBie bie Sogoritl^men Wirflid^ bercd^net tüurben ju 
crßären, ift in biefem ber ^rojrfS gcmibmetcn ©ud^e nid^t 
notmenbig, bo mir fie in ben Safein borfinben. 
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Drittes Kapitel. 

pie oSitmAnt ^t^tt von im ^itmhüontn. 

10. 2)tftititioite]t. 

SScrBinbet man jtDei ®rö§en burd^ ein ©leid^l^eiti^jeici^en 
mit einanbcr unb legt ber einen ®rögc nad^einanbcr öcr- 
fd^iebene SBerte bei, fo erhält baburd^ in jebem galle and) 
bie anbere ©röfee Beftimmte SBerte. 3)ie eine ®rö§e ift t>on 
ber anberen abhängig. Eine fold^e ©leid^ung nennt man 
eine gnnltionSgleid^nng. @o ift j. S. 

1) y = 2x 

eine gnnftionggleid&nng. ©e^t man nad^ ber SReil^e 
in biefelbe für x, 

X = l, 2, 3 

bann crl^ält man für y 

y = 2, 4, 6,... 

®ie (Sröjse x, beren SBert man beliebig mahlte, nennt 
man bie nnabpngigc SSeränberlid^e ober bai^ 9lr=: 
gument. ®ie ®xö%t y, bie biird^ x beftimmt njurbe, be= 
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2>ritte8 Ao^ittel. Die oEgemeine Seigre t>on hm fSrunIttonen. 2 1 

^etd^net man ali bte abl^öngige SSerönberUd^e ober 
otö bie gun!tio]t ton x. 

®tc ©leid^ung 1) »irb ba^cr gcjtcfcn: ,,y ift eine 
gunüton Don 2x". 

©old^c gunüionggleiclunöen ober furj giinfttonen feiert 
ble S^rigonometrie, bie anoüjtifd^e ©eometric unb aud^ fd^on 
bie ®Icmentargeometrie !enncn. gunftioncn finb j. 85. 

a) y = 8inx, 

b) y = 2px, 

c) y = -r^jr. 

@e^t man in sin x für x nad^ unb noc^ tjerfd^iebcne 
SBcrte, bann erl^ält man für y bie öcrfd^icbcnen gunltionS^ 

locrte. 2lIfo : y = sin 30 ° crgicbt y = g-; y = sin 90 ° 

ergiebt y =? 1. JBcrben in ben äuÄbmdE b) für x eine golge 
öon SBertcn eingefügt, bie entfpred^enben SBertc öon y bt^ 
ftimmt nnb biefe in ein ^oorbinalenfl^ftem gejeid^net, bann 
entfielt, mie bie anal^tifd^e (Geometrie jeigt, eine $aro6el. 
SCttS (^leid^uttg c) erlennt man enblid^r ba| ber ^nl^alt einer 
£htgel t)on ber ®rö^e beiS Kabini^ Beftimmt toirb. 

äuc^ bie 5ß^5fif unb bie Xed^nif gc6en ©eifpicle für 
ben f^unltionibegriff. @o ift bie ©panniraft bed S)am|)fe§ 
eine e^unltion ber Temperatur; bie ©(j^toingungdbauer einei» 
^enbete eine gfunltion feiner Sänge ; bie^aft einei^ (£Ieftro:= 
magneten eine gunltion ber ©tromftörle unb ber SBin^ 
bunggja^l 

©od ganj allgemein angebeutet tt>erben, bag y bon x 
oBl^ängt unb x in irgenb einer gorm erfd^cint, bann pflegt 
man ju fd^reiben: 

2) y = f(x); y = F(x); y = 9^(x); y = v' (x) u. f. f • 

unb man tieft „y ift eine gunition bon x". 

ffi§ ift nun leidet einjufe^en, bag aud^ mleberum in jebem 
fold^en gaUc x atö eine gunftion üon y betrachtet werben 
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lann. ©ei j. S. U= 2r7r, b. 1^. ber Umfang cincS Ärctf c§, 
ift eine gunftion begSRabtuS; bann ift aud^ ber Siabiuö eine 
gunftton beS Umfanget. Ober affgemein: Sft : 

U = f(r), 
bann ift aud^ 

r = F(ü). . 

©eben wir nod^ ein Seifpiel au§ ber Sllgebra nnb ^xvax 
aus ber Sogarit^menlel^rc. Sttan fd^rctbt belanntlid^ : 

fo ergiebt fid^ fofort bie Uralel^rung : 

X=loglOy. 

11. 2)ie llmle^rung ber trioonometrif^en gfunlttotteiu 

aSon SBid^tigleit für bie fpäteren Unterfud^ungen ift bie 
Umlel^rung ber trigonometrifd^en gunltioncn, alfo bie Um= 
Icl^rung t)on sinx, cos x, u. f. U). gn ber l^öl^eren 2ßat]^e== 
matif berftel^t man in biefen gun!tionen unter x nic^t bcn 
äöinfel, f onbern bä§ jugeprige 33ogenftücf cineS ÄreifeS für 
ben ÜJabiuS, ber ber ©inl^eit gleid^ ift. S)ie gormel für ben 
Umfang beg SreifeS ift befanntlid^ 2t7i unb ber 3cntrin)ittlel, 
roeld^er biefcm größten SSogenftüdf gegenüberliegt, beträgt 
360°. ©e^t.man nun, mic angegeben, r= 1, bann finbet 
fid^ bal3 einem SBinfcI üon 360 ° ba§ Sogenftüdf 2:^ gegen^ 
überliegt. Somit liegt bem SBinlel boh einem ®rab baS 

93ogenftüd£ gegenüber, ba§ um ^\iA Heiner ift. älfo 1 ° 
entfprid^t bem Sogenftüd tjon 



360' 

27t Jt 3.14159.. 



: 0.017458 , 



360° 180'' 180** 

bem SBinlel bon einem ®rab entfpric^t ba§ Sogcnftüc!; 
0.017453. @S folgt fomit unmittelbar, bag einem SBinfel t>on 

a (Srab ein Sogenftüd t)on j^ = O.017453 . a gegenüber liegt. 



dbyGoogk 



3)rtttc8 5l(M)UeI. .5)le allgemeine. Sclretoonfteti guitlttonctt. 



23 



Übertragen mir nun biefeSJugetnanberjefeungen atifd^aulid^ 
in baS ©eometrifd^e. (©iel^e gig. 1.) 

©cj^en totr ba§ Sogenftfic! AB glcid^; x, bem ber 




SStnId a gegenüBerli^gt, bann lönnen toir nad^ unfcren 
Unterfuc^ungen fd^rci6en: 



AB = x = 



180° _ 

gör r=i ift, tote bie S^rigonotnctrie lel^tt ünb Unter 
SeriidEftd^tigung . beS eben Erörterten j == sin x; @S ift 
aljb X baSienigeSogenftüdt, beffen @i.nn§ gleid^\y 
ift. Um ba§ anjnbenten, fd^rcibt man : 

x= are an y 

unb Heft: „x ift gleid^ afetis sinus y". 
aKerfen tt)ir nod^: 

3) SBenn y = eo3 3c, • bann ift x==arccosyi 
y=i=tangx, „ „ x = arctangy, 
.. y = cotx, : ,, „ .x = arccoty. 

S)iefe Umf e^rnngen ber trigonometrifd^en gunftioiten 
nennt man c^flometrifc^e gnnitionen. ' 
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3)te guitltioiten, bie toir fittl^et 6etrad^teten, toaren ttad^ 
ber einen SerAnberlid^en, unb i^ar jumeift nad^ j auf^ 
flclöft, j. S. y = sin X . SRon nennt fold^e gunftionen ent^ 
midcltc ober eypHjite gunftioncn öon x. 

@d lommt aber aui) t)or, ba^ eine gfunition nid^t na^ 
einer SSeränberlid^en aufgelöft ift, j. 93. : 

y^ — axy + b=0 
ober 

xy+Binx + 3x = u.f.tt). 

SKan bcjeid^ttct l^ier y atö eine nnenttoidelte ober 
implijite gnnftion öon x. — Smgemein fd^reibt man: 

4) f(x,y) = 0; F(x,y)-=0; 9?(x,y) = 0; 

yj(xy y) = u.f.tt). 

S)ie gunitionen teilt man aud^ in algebraifd^e unb in 
tranfcenbente gunftionen ein. 

SRan bejeidinet y al§ eine algebraifdie gunf- 
tion, toenn ber Slugbrud, ber y gletd^gefefet toirb, 
gebitbet ift burd^ bie O^jerationen ber öbbition, 
ber ©ubtraftipn, ber 3KuItipIifation, ber S)iöi= 
fion, ber Jßotenjierung ober ber SJabijierung. 
8um Seifpiel: 

y=t8x^+^^ — 2, 



■=m- 



S)iefe Sbigbrüdte finb algebraifd^e gunftionen. 

©ftmtlid^e anberen gunitionen, bie unter ber 
gorm öon Sogarit^men, als $Potcnjen mit ber^ 
änberIid^en®jponenten ober al§ trigonometrifd^c 
?lu§brüd!e erfdpeinen, ^ei§en tran[cenbente gunf? 
tionen. S^m SBeifpiel : 
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y»tangx, 

y=^logx. 
©icfeäuSbrüdfe ftcttctt trottSf cenbcntc guttföoncn bar 
Slud^ Me algcbraifd^cn gunftioncn jcrfaHen nod^= 
matö. 3Kan teilt fie in rationale unb irrationale 
gunf tionen ei n. <S« tft y = bx-f"C eine rationale, 
y = V2bx + c eine irrationale gunftlon. 
^äuftg fprid^t man in ber Slnalt|fi§ auc^ öon : 
aiternierenben gunftionen. Darunter berftcl^t 
man Munitionen auiS mehreren Seränberlid^cn, 
bie, wenn man jtoei Seränberlid^e mit einanber 
öertaufd^t, tool^I il^ren abjoluten SBert bel^alten, 
ober il^r SSorjeid^en beränbern, j. 5J. 

X— y; log^yj; (x— y) (y— z)(x — z). zc. 

13. SarfteOung htt Snittttonem 
gRon lann, toic bic anal^tifd^e Oeometric feiert, mittels 
eines Soorbinaten^S^ftemS einegunition bilblid^ barftetten. 
hierfür gaben »ir fc^on unter 10. bie entfpred^ettben a3ei= 
fpiele. Slritl^metif (j^ n^erben bie Munitionen ebenfalls aug^ 
geioertet, unb l^öupg in Sö^Ientabellen bie ©rgebniffc 
jufammengefteHt. Seifpiele l^ierfür finb bie logarit^? 
mifd^en unb bie trigonometrifd^en 2:afeln. 

14 2)ie ®teiiaen in S^nnftion. 

ißäl^ert fid| eine beröuberlid^eSrögex immer mel^r einer 
BefHmmtcn lonftonten ©röße c, big enbüc^ ber Unterfc^teb 
itt)ifcl|en betben tjerfd^loinbct, b. ]§. nid^t mel^r angebbar tft, 
fo bcjeid^net man bie lonftante ®rö§e c al§ bie (Srenjc 
ber SBeränberlid^en. SBir tt)iefen fc^on in 3. barauf l^in, 
ba§ bie geometrifd^e Steil^e : 

1 + 1 + 1 + 1 + 1+ +1 

2 • 4 '8 '16 '32 1^ '2^ 



dbyGoogk 



26 3U)cttcr Zeil. 33te X){ffercntialred^n]ing. 

fürn = 00 bcn SBcrt „1" ergicbt. SWan Bcjeid^net bann 1 
ate bie®rcnjc(lime8) ber gcometrifd^cn SRci^c unb fd^rcibt: 

utib lieft : ®tng ift glcid^ limes • | g" H h 2^1 ^^ ^ = °° • 

%iij Quf bic uncttblid^en ©cjimalbrüd^e Robert totr tn 3. 
aufmerffam gemad^t. ®er S)eiimoIbrud| : 

0.33S38 .... 

nähert pc^ j. S5., lütc belannt, für eine fcl^r große Qaf^l t)on 
©teilen immer mc^r bcm Srud^ Vs^ ^^^ "^^^ P^ burc§ 
birelte ^iöifton unmittelbar überjeugcn fann. 3Ron fann 
bal^er fc^reiben : 

Y3 = lim . 0.33338 

®§ ift Vs i^ic ©renje be§ unenblid^cn ©ejimolbrud^eg. 
®a§ mirb nod^ Harer, tocnn man ben ©ejimoffirud^ in eine 
gleite auflöft unb fd^reibt: 

3n il^r ift Vio t^oS änfanggglieb unb Vio i>c^ Ouotient 

©in anbercS inftruItiöeS SBcifpiel giebt bie S^rigono^^ 
metrie. ®g ift: 

b. ]^. bie ®renje für sinx, burd^ ben iBogen x, ergiebt für 
x = ben SBert 1. (©ie^e Sig. 1.) 

2Iu§ abfd^nitt 11 unb gig. 1 fallen lüir, baß man fe^en 
fann : y = sin x. ®a§ befagt, baß x ber Sogen ift, beffen 
Sinus gleidö y ift. Sann fann man für ben öorfte^enbcn 

au§brud!5)auc^fd^reiben: ^ • 
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®te gtgur läßt unmütettar erlcnncn, bag für x = 
ani) y = iDerbcn muß. 3m Stugenblid be§ Ser^ 

fd^lüinbenS ift olfo: =^ 1. — ' 3Kon möge fic^ l^ierbei 

rec^t flor mod^en, baß nid^t bcr 3eitpunft gemeint ift, mo x 
fd^on SRuII gelüorben ift, fonbern ber SfugcnblidE fuij 
tiorl^er. 

äud^ in ber (Seometrie erfc^eint bereits ber ©egriff 
bcr (Srenjc unb in SSerbinbung bamit bie Segriffe 
nnenbtidi groß unb unenblic^ ficin. So benft man 
fid^ belanntlid^ bei ber Seftimmung be§ Srei§umfange§ 
um unb in ben^eiSeinrcguIäreäSieledEfonftruiert. S5eibe 
falten jufommen, toenn i^re ©eitenjal^I „uncnblid^ groß" 
mirb. ®ie SreiSHnie felbft ftellt bie ®renje ber 
SSieledte bar. Ill^nlid^e Überlegungen lüerben angefteÜt 
bei ber Ableitung ber Sugeloberfläd^e fomic bei ber 
aSeftimmung ber ^wl^altgformeln für ben SreiS unb 
bie Sugel. 

Unabweisbar bröngt ftd^ unS l^ier aud^ bcr ©egriff beS 
unenblid^ SIeinenauf. SWäl^ertfid^ eine ®rößc ber ®renje 
SRutt, bann bejeid^net man fie atö uncnblid^ Hein, ^n ber 
geometrifd^en Sleil^e 

1111 1.1 

2 4 8 16 2 2 



fürn = 00 fofort: 



2^ 00 "• 



ober unenblidi Hein. 

8fud^ bei ber SBeftimmung beS ^eiSumfangeS mirb in 
bem 2tugenbIidE, tvo baS eingefd^riebeneunbbaSumfd^riebene 
aSicIedE in ber fireiSlinie jüfammenfaKen, }ebe il^er Seiten 
uncnblid^ Hein. 

3Kit bem Segriff ber (Srenje finb fomit bie 
Segriffe beS unenblid^ ®roßen unb unenbIidE> 
filcinen burd^auS berbunben. 
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Swtitec Zelt. tAt tAf^tttntlalni^mmt. 



6) 



15. S)ie etetifibit (et mjaOntn. 

äßait benfe ftd^ eine gfunlHon : 

y=f(x) 



öeotnetrifd^ burc^ eine ff um borgcftcKt, bonn mirb in ben 
niciften göflen jebe Heine Stnberung öon x aud^ eine Hefnc 
^nbemng t>on y l^rmfen. ®ie ffiurDe erfd^eint, ttjenn man 
fte mit ^ilfe ber ermittelten SBerte lonftruiert, dB eine fS^ge 
jel^r eng an einonber liegenber 5ßunlte. ©ine fold^e gunltton 
unb il^re Bilblid^ DarjleHung, bie ftd^ in ber gefd^ilbertcn 
SBcife glefd^mögig entmidelt, nennt man eine ftctige ober 
fontinuicrlid^e gfunftion refp. ffiuröe. 



X 



^, 



m- 2. 

ä(uf ber öorflel^enben Sinie ^aben bie fel^r nol^e an 
einanber Itegenbcn $ßunlte P unb P, bie ffoorbinaten xy 
bejiü. x,y,. änbert fic^ x um QQ„ bann mug fic^ aucft y 
um P, R änbern. SBenn Bei fe^r Hctnem QQ, aud^ P, R fel^r 
Hein ift, bann ift bie gun!tion unb i§re ^uröe ftetig. 

©tetige gunftionen finb 5. So.: 

y = ax; y = 8inx; y = co8x; y:^=Vx. 
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8(uc^ y == x*^ ifi eine ftetigc gnnftion, teenn it eine ganje 
pofttibe 3# bebeutet. ®aS gleid^e gilt für y==lagx für 
bQ« SitteröaH öon x = 6l§ x = oo . 

©cfet man in bie gunftion y = - bcn SluSbrucf x = 0, 

bann ttJtrb y = -^ = oo. ®er SBert ber gunftion toirb alfo 

ffir x=0 unenblid^ groß^unb ber SBeg ber entfpred^enben ©uröe 
roirb l^icr plöfelid^ unb unbermittelt unterbrochen, gunitionen 
biefer 2lrt ^igcn: biSlontinuierlid^e ober unftettge 
gunitionen. 2)i8IontinuicrIid^ gunf tionen ftnb j. 93. nod^ : 

y=cotx für x = 0; 180° 2C. 
93ei ber 3led^nung mit gunftionen ^ai man öor allen 
Singen ju unterfud^en, ob fie ftetig finb unb, gegebenen 
gallg, bieSBcrtc ju ermitteln, für meld^fteunftetig »erben. 



Viertes Kapitel. 

|He §ntwiAe(nni iref ^ntntiatfoxmdn. 

16. f£)er f£)ifftrenMaeii?tff. 
SRan jeid^ne eine Sinie, bic burd^ bie ftetige gunftion 

7) y = f(x) 
gegeben tft. (Sie^e gig. 3 ©. 30.) 

©eien jlüei 5ßunlte ber Suröe mit P unb P, bejetd^net. 
31^re ©oorbinaten feien x, y bejtt). x„ y^ äRan üerbinbe 
bie 5ßunfte bur^bte ©elante P, P„ bie mit ber abjciffe X 
bcn SBinfel ß bilbet. ©obann jic^e man burd^ bcn 5ßunlt P 
parattcl jur X-Sld^fe eine Sinic, bie P, Q, (=y;) in R 
ft^ncibet ®^ ift bann 

8) tang/J = ^. 
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3^^^^ ^cit. S)ie 2)iffeTenttalce(^nung. 



2lu§ bet gigür crgtc6t fid^ unmittelBcir, bo§ man 

fd&retBen fann:: „ „ 

PrR==y' — y 




Stg. 3. 



©§ tft nun gefiräud^Iid^ für 

y,::-y = Ay 
unb X, — X. = Ax 

®antt ge^t 8) übe? in : 



9) 



tang^ = f^^ 



.Ay 



Xf 



SKan Iflff^ nun, ben $ünft P, fid^. auf ben $ßünfi -P 
gu öemegen, bonri. lü'crb^tt Ay unb Ax Immcap Heiner. 
SBöl^renb btefe§ SSorgongeS toirb ftd^ bte @elante P P, in bei; 
bem Ul^räciger entgegengefe^ten SKid^tung [ß lüirb größer) um 
Pbrcl^en. Sttbem2lugenbIid,rooba§Surt)enftücfPP, 
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öerfd^lDinbcttbllettt gemorbcnift, ftnb aüd^ Ayunb 
Ax öerfd^minbenb flctn gemorben. ©leid^äcittg 
fällt. bte ©efante mit ber 3}attgcnte tm Jßuntte P 
jufammen, bie mit ber SlBfctffe bcnSBinlef a mod^t. 
3)er SBtnlel ß ift in bcn SBinlel a übergegangen. 

®g ift gebTättd^Iid^', bie ©ifferenjen Ax unb 
Ay, menn fic berfd^lüinbenb Hein gclDorben finb 
unb fid^ bal^er ber ®renje 9inll näl^ern, mit dx 
unb d y ju bejeid^nen. SRan nennt bann bie neuen 
2lu§brücfe 2)tffercntiale* 

SBir f e^en nun : 
10) tanga = lim^ = J|. 

®en Quotienten j| nennt man ben 2)tfferetttiat 
unoütnttvu 

2)er 2)tfferetttiaIqTU)tiejit einer gunltion y— f(x) ift 
fomit glei^ ber trigonometrifd^en S^ongente bt9 SMtli, 
ben biegeometrifdde S^angente an einem ^nnfte ber hnxitf bie 
t!rnnttion ibeftinunten ^atbt mit ber ^bfciffenad^fe mad^t 

Da bie geometrifd^c 2^angente bie SRid^tung einer Sinie 
in bem betreffenben 5ßunlte angiebt, fo ttjirb mon burd^ bie 
©ifferentiolquotienten bieStid^tunggänberungen an ben 
einjcinen ©teilen einer S'uröe feftfteöen lönnen. äRan ift 
bal^er in biefer SBeife fä§ig ju ermitteln, mic; bie Surlje 
t)erläuft; ob fie Ipnbej pbeif.Eontöö gegen eine ^oorbinaten- 
adife ift, too i^re l^öd^ften unb tiefften fünfte liegen unb 
bcr^I. mel^r. ©d^on aßein biefe Überlegung giebt eine IBor= 
ftellung t)on ber SBid^tigfeit ber ©ifferentialred^nung, bereu 
Slufgabe e§ ja an erfter ©te](Ie ift, bie ©ifferentialquotienten 
ber gunftion^n ju beftimnten,' SBir ttJoHen junäd^ft geigen, 
n)ie' fid^ aus bent S)ifferentiaiquotienteh einer gegebenen 
gunftipn erfennen {ä^t, ob bte il§r entfpred^ettbe Äurüe 
fteigt ober föllt in ©ejie^ung jur ?tbfciffena(|fe. 

3n bem einfad^ften galle, ben mir im S^orftel^enben 
bel^anbelten (fie^e bielgigur 3). fi?ar ber SSinfel a fpi^; bie 
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Stodttt ZtiU ^c 2iffcr€iitktlte(9ntfit|. 



tri9onoinetnf(|e Tangente bei^fetten ifi fomit pofttit?. SSir 
jtel^en borctut fofort ben @(^Itig: bag bie ^«r^e bann 
übet b^r 9lbfctffena(!^fe mit mac^fenbem x fic^ 
erl^ebt unb fteigt, meitn ber S>iffeYetttiaIqttot{ent 
pofitib tfi 

SBciter tpiffen roir au8 ber ZxxiOJiomtixxt, baß bie lan^ 
gente eined stumpfen SSinleld negatilpi ift. S)q^ gieBt und ben 




m«. 4. 



©Qfe. ®te SuTbe fällt 6ci wad^fenbcm x gegen bie 
abfciffenac^fe, lüenn ber 2)iffercntioIquotieiit 
negatib erfd^etnt. 

2)ie gtgur 4 giebt für bic6eiben ©ä^e eine guteSlitf(i|ou;utig. 

17* Sie aKoenteine Se(tiiiim«»g M f^ifferentiolintotienteii. 

®enfen mir unS bie gunftion : 

11) y-=f(x) 

roieberum atö Surbe bargefteüt. (©te^e Sig. 3 @. 30.) 

(ES ne^me bie Slbfciffe x be§ 5ßunfte§ P um bie Heine 
©röfec Ax ju, bann mirb auc^ y um bie Heine ®rö§e Ay 
^une^men. 9Kan erl^ölt bann auS 11): 

12) y+Ay = f(x + Ax). 
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333x0 man nunmehr Ay crl^altcn, bann f)at man nur 
®Ietc^unfl 12) Don ©leid^ung 11) ju fu6tra|ieren. ®a8 
crgiebt: 

13) Ay = f(x + Ax) — f(x). 

SSir bitiibicren je^t bie ©leid^ung 13) burci§ Ax, fo folgt: 
^A^ Ay_ f(x + Ax)~f(x) 

■^*^ Ax~ Ax 

Stöbert fid^ Ax ber ©renge 3tuII, bann gefd^ie^t ba§ 

©leid^e mit Ay unb e§ gc^t —^ tn bcn S)tfferential:= 

dy ^ 

qiiotientcn j^ über. SBir fc^reibcn ba^er: 

1^;^ cly_ f(x + Ax)~f(x) 

^^ Ax=0 ^^ 

gür ben ©iffercnttalquotienten einer fjunftion f(x) 
fc^reibt mon too^ anä) f'(x) ober *^^ * 
S)ann crgiebt ftd^ : 
15a) ^ = lim ^(- + ^-^-"^(-^ = f-(x) = ^. 

@8 follen nun ber Sieil^e nad^ bie Siff erentiaU 
quotienten für bie einjelnen gunitionen ent* 
toidEelt merben. 

18. iBtfttmnmitg M f^ifferetttia((|iutientett fiir eine $ottn|* 

©a^ I. S33enn eine gunition y = x™ gegeben ift, 
in ber m eine beliebige reelle Qa^ ift, bann ttjirb 
ber ©ifferentialquotient: 

dx dx 

SBettJeiä. S33ir f (^reiben: 
16) y = x°^. 

fßtnht, Srtfferentlats u. Sntcgralrcd^nunö. s 
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(£g mäd^ft z um Ax unb fomit aud^ 7 um Ay, bann 
gcl^t 16) über in: 

17) y + Ay = (x + Ax)- 

@nttt)iclcln tutr btc redete ©citc bcr ®Ieic^ung 17) nad^ 
bcm bittomifd^cn Scl^rfa^c in Sttfd^nitt 1. Stifo: 

18) y + Ay 

= x'" + mx°^-iAx + 5JElzl)xm-2^x2_| 



SBlr fu6ttal§tcrcn nun um Ay ju crl^alten 16) t>on 18), 
fo folgt: 

19) Ay = mx°^-iAx + 5^^^f^x— ^Ax^H 

©ibibieren lüir nun, lüie in Slöfd^nitt 17, ®Icid^ung 14) 
burc^ Ax um ben Cuoticntcn ju crl^alten, bann mirb: 

20) ^ = mx-^ + 5^f^A-2Ax+... 

SKöl^ert ftd^ je^t Ax ber Orenjc 9hiK, bann ttjcrbcn 
alle SuSbrüdEe ouf ber redeten (Seite ber ©leid^ung 20),bie 

A V 
mit Ax beiheftet finb, aud^ gleid^ SRuK; ^ gcl^t über in 

j^ unb man erl^ält, mie bel^auptet lüurbe : 

21) ti = °>--'"-^- 

.3 u f a ^. ©ei in ber gunition : 

y = x°^, m = 0, 
bann ift : 

22) y = xO=l, 

unb bilbet man l^ieraug ben Stfferentialquotientcn, bann 
erhält man SRutt. aifo: 

. dy_Mx2_d(i)_ 

23) dx~ dx dx ^• 
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S)cr ©iffcrcnttolquottent ouS einer lonftanten 
Qa^l ift immer gleich 9lnU, mie man ftd^ leidet über^ 
jeugen lann, menn man biefclbe Dperotion au^fül^rt. 3ft 
y =a, bonn ift aud^ 

^icrauS folgt, ba§ jttjci gunftionen, bie fid^ 
nur burd^ eine ^onftmtte unterfd^ciben, benfelben 
"Bifferentialquotienten l^aben muffen. — SBerben 
enblid^ in einer gunftion mel^rerc 2lu8brüd[e burc^ 
+ ober — 3^^^« i^it cinanber berbunben, bann nimmt 
man ben ®ifferentiaIquotienten für jeben ein* 
jelnen ?[u§brudf. 

19. örtfptelc 

a) es ift: y==x^bannergiebtfid^nod|bcmaSorfte]§enben: 

dx 

b) esift: y = xö, bann ift: 

c)e§fei: y = 4x8+ 2x2 + 5, bann ift: 

^ = 3.4.x2 + 2.2x 
dx ' 

= 12x2 + 4x. 
d) es fei: y = 5x^+3x8 — 5x«+6, bann ift: 
^ = 4.5.x3+3.3x2— 2.5x 

= 20x^ + 9x2— lOx. 

3» 
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36 Stoeüer Seil. S)le 3)lffcrenttatrc(^nung. 

e) ©g fei: y = 4xVa— 3x"/»-f6, bann ift: 



f) e§ fei: y 





= 2i-V. — 2x-'/» 






2 2 






2 2 






l/i ^ 




* v ■ 


- ^ ! M 




• y- 


6t^ 6x» 






= I^-'^' + |--' + 9. 


bann lüirb : 


dy. 
dx" 




x-3 


dy. 


15 4 




dx" 


24.x'/* 3x^ 




: y = 


= |fx^ = |xV3. 3lIfo 


: 


dy. 
dx" 


= 2.3 ./^_i,^^ 
3 4^ 2^ 
1 

2^ 


1 
"2x^3 



h)®§fei: y = (3x — 5)(x2+10x— 1). Sn bicfcm 
goKe multipliziert man bie klammer au§. Sllfo : 

y=3x8 — 5x2 

+ 30x2 — 50x 

— 3x + 5 ober 
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«icrtc« StapittU Die «nttöitfeluna ber 2)lfferentlttIformeIit. 37 
y = 3x3+25x2 — 53X + 5. Sllfo: 

äl=9x2-|_50x — 53. 

QX ' 

i) Jßcl^mcn tolr enblid^ nod^ ein iBeifplcI ju ©Icid^ung 24) 
unb bem golgenbcn. — ©egeben feien : 

y = 5x« — 7x unb yi = 5x2 — Tx-f-^- 

®onn tft: 

^=10x — 7 unb 4^=10x — 7. 
dx dx 

20. iBeftimmuttg M f£)ifferential(nu)tieitteii für y — sin x. 

@a^ II. 3ft eine gunltion y = 8inx gegeben, 
bann ift ber S)ifferentiaIquotient: 

dy_ d(8inx) _ 

T— = — jr — = cos . X. 

dx dx 

95ctt)ei§. SBir fc^teiben: 

25) y = f(x) = 8inx. 

@§ nimmt x um A x unb y um A y ju, bann ergiebt ftd| : 

26) y + Ay = f(x + Ax) = sin(x + Ax). • 
SBir fubtrol^ieren ©leic^ung 25) bon 26). »Ifo: 

27) Ay = f(x + Ax) — f(x) = 8in(x+Ax)-.sinx. 
©einreiben mir ber Äürje l^oIBer für: 

f(x + Ax)-f(x) = Af(x), 

bann gel^t 27) über in: 

27a) Ay=Af(x) = 8in(x + Ax) — sinx. 

3ur meiteren Umformung erinnern mir un§ ber befannteu 
trigonometrifd^en iBejie^ung : 

sin a — sin p = 2 . sm ^ • cos ' 



2 ^^" 2 
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38 dtt>ettct Xt!d. S)ie S^iffetentialred^nimg. 

unb mcnbcn pe auf 27 a) an. @o »trb : 

28) Ay=:Af(x)=2Bin(5±^).co8(^^-±5) 

. =2Bin(A£).eoB(x + 45). 

3ur SJcrclnfad^ung fcfeen totr fobann : 

'2u = Ax, 

f tt)trb ic^t : 

29) A y = A f (x) = 2 sin u . cos (x + u). 

©töibiercn tt)tr burd^ A x unb cntmidcln : 

QA^ Ay _ Af(x) 2Bmu.co8(x+u) 

^^^ Ä^~ Ax - Ax 

2 sin u . cos (x+u) 

2ii 

sinu / I \ 

= — — . cos(x + u). 

®g möge fic^ nun toieberum A x = 2 u ber ®renje SRuH 
näl^em, bann ergiebt fid^ : 

^^. dy d.f(x) ,. fsinu , , vi 

,. sinu 
= cosx • lim- • 

u=0 ** 

2n 8lbfd^mtt 14 ©leid^ung 5) mürbe nad^gclüicfcn, bag 

,. sinu 
hm = 1 

ju fefeen ift. SBirb ba§ Bead^tet, fo crl^alten lüir: 

o^x dy d.f(x) 

-32) ^= . ^ = co8x. 

^ dx dx 
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2t SefUmnmng ht9 2)iffereittia(i|ttOtieiiten für y — cos x. 
©q|j III. Sft eine gunftton y = co8x flegeben, 
t)ann ergiebt ber ®iffercntiaIquotient: 
d y d (cos x) 
dx ax 

S e m c t §. S)er SctpeiS f d^Itcjst ftd^ bcr Vorigen Stbleitung 
eng an. ^n 

33) y = f(x) = cosx 

laffen njtr wiebcrum x um Ax njod^fcn, bann folgt junäd^ft: 

34) y + ^y = f(x + ^3c) = co8(x + Ax) unb 

35) Ay = f(x-fAx)~f(x)=^Af(x) 

= cos (x -f- A x) — cos X. 

S)te8mal öermenbcn xoxx natürlid^ bie gormcl : 
cos a — cos p = — 2 sin ' sm — ö"^* 



S)atttt crgtebt fid^ : 



Ax 
2 



38) 



36) Ay = Af(x) = — 2smfx+^)sin 
SBicberum 2 u = A x gefegt. 

37) Ay = Af (x) = — 2 . sin (x + u) sin u. 

SDtöibtcrctt toir burc^ Ax, fo ergtebt ftd^: 

Ay Af(x) 28m{x-{- u) .sinu 

Ax Ax Ax 

2sin (x + u) . sinu 

2Ü 

sinu . , , s 
= ^•8in(x + u). 

®§ möge ftd^ je^t A x = 2 u ber ®renje 3luH nöl^ern, 
bann erl^alten tPtr: 

QQ^ dy_ d.f(x) _ i:,„s"^^ 

«9j iz: = j , = — sin X . hm 



dx 



dx 



u=0 



40) 



dy_ 
dx 



= — smx 



,. suiu . 
hm • = l. 

u=0 U 
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40 ötoeltct Xdl. J>tc DlffetcntialredöttWttfl. 

22. Stfttnmmng ht9 Sifferentialpottente» für y»logx. 

@a^ IV. SP sine gunition y = logx gegeben, 
bann tfi tl^r S)tfferenttaIquotient: 

dy __ d (logx) __ log e , 
d X d X X 

aSctPciS. SBir f einreiben : 

41) y = f(x) = logx 

unb laffen in bcr gcbräud^Hd^en SBcife x um A^ i^^ 
nel^men. Sllfo: 

42) y+Ay = f(x+Ax) = iog(x+Ax). 

Stunmcl^r erhalten tt)ir auS ber S)tfferenj bcr ©leid^ungen 
41) unb 42): 

43) Ay=f(x+Ax)-f(x)=AfW 

=log(x4- Ax)— logx. 
2lu8 ber Seigre bon bcnßogaritl^nien ergiebt ftd§ biegormel: 
log-^ = loga — logb. 
S)enigcmäJ5 tPtrb : 

44) Ay=Af(x)=iog{^^} = iog{i+^}- 

SBit biöibieren butd^ A^: 

Surd^ eine leidste ©ubftitution lann ba§ 3^^ fd^neUcr 
erreid^t »erben, bal^er fd^retben ttjir: 

X n ' ^-^ n 

Sn ©leid^ung 45) eingefügt: 
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Sßtt ^ilfc ber aSejiel^ung n . loga = loga'' gel^t 46) 
üBer in : 

3l'df)txt fid§ ie^t A^ i>^T ©renjc ^InU, bann tpirb 

Ax = ^; n = ^ = |=oo; n = oo. 
Unb eg folgt: 

S)urd^ eine einfädle Verleitung lann enblid§ gejeigt 
»erben, ba§: 

lim (l + -)''. = e = 2.71828 *) ift. 

11=00 \ ' 

dy _ d. (log x) _ löge 
4ö) di- dx —-^' 

Sei bieferatleitung ift üBer bicS3aft§ be§ Sogaritl^men* 
@^ftem§ nid^tS öorauSgefefet. @ic ift alfo ganj Beliebig. 



*) ^a(S} bcm binomlfd^cn Se^rfalje ifi: 

(H-i;-l+n(l) + ^i^ 
•ay + ^^-r-^ ©• + ••• Ober: 

2)a n, tote toir im Zt}ct fallen, uncnbtid^ totrb, fo toerbcn alle 
©lieber, bie n im Sßenner l^aben, S^uU. (50 bleibt alfo für bie 
®renje n — oo : 

= e. (@ie^e Slbfd^mtt 8. mdä^. 22.) 
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42 ßtoeltcr Xdl. ®lc Dtffercntlalrct^nung. 

23. Seßhnmung M Stfferenttalpottenten für y» Ix. 

@a^ V. 3ft eilte gutiltton y = lx gegeben, bann 
ift t^r ®tfferenttaIquotient: 

dx dx X 

93ctt)et§. S)en ®tffcrenttaIquottettten beS natürlid^en 
Sogaritl^mug fann matt unmittelBar auS bem ©ifferenttal- 
quotiettten beS öorftel^enben ßogaritl^muS mit allgemcitter 
SaftS l^erleiten. ^ierju ift ttur ttötig, bag matt jur SafiS 
bie 3a^I e felBft iDäl^It. SBie tpir iit STbf^nitt 9 fallen, 
itjirb bonn log e = 1. ©omit crgiebt ftd^ : 

50) ^ = ^ = i. 

^ dx dx X 

SJergleid^e u6rigcn§ aud§ bic anbeten Slugs 
einonbcrfe^ungen in SlBfd^nilt 9. 

3ufa^. ^at man, tt)a§ aber in bcr l^öl^ercn 90?atl^ematil 
nur fel^r feiten öorfommt, ben Differentiolquotientcn 
öom gemeinen Sogarit^muS ju nel^men, ben man 
gemöl^nlid^ oud§ mit log x bcjeid^net, fo l^at man ben 
©ifferentialquotienten beS natürlid^en Sogaritl^^ 
mu§ mit bem SKobuIug ju multiplijieren. 8l(fo: 

^ dx dx X 

24 iBefttmmitng de^ ^tfferetitta((|ttottenteti etne^ Vxdh\att§. 

SBenn mel^rere gunttionen öon x gegeben ftnb, bie bic 
einjelnen gaftoren eine§ 5|Jrobufte§ bilben, bann bebarf 
eS befonberer 90?et^oben, um ben ©ifferentialquoticnten beS 
5ßtobuIte§ 5U finben. 

Safe VI. ®ei u eine gunttion öon x unb v eine 
anbere gunition öon x unb y = u . v, bann ift ber 
S)ifferentiaIquotient bicfe§ 5ßrobufteS: 
dy du , dv 

dx dx ' dx 
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»icrtes ft(H)ttct. 5)lc (EntttWelung bcr Diffctenttalfomtetn. 43 

S3etpet§. ©d^reiben toir »icbcrum: 

52) y = U.V. 

3n btcfem $ßrobuIt tft: 

53) u = 7?(x) unb v = ^(x). 

S)ann mu§ aud^ y felBft eine gunftion t)on x fctn. SÖfo: 

54) . y = f(x) unb fomtt: 

65) y = f (x) = u . V = 9? (x) . t/^ (x). 

SBie gebrnud^Itd^ laffcn ttjtr nun x um A ^ toad^fcn unb 
öcränbcm bcmcntfpred^enb ben 9lu§brudf 55): 

56) y+Ay=f(x+Ax)=9^(xH-Ax).v^(x+Ax). 

^ieröon ©leid^ung 55) fubtral^iert crgteBt: 

67) Ay = f(x+Ax)-f(x) 

= 9^(x+Ax)-V'(x+ Ax) — 9^(x).T/^(x). 

Um leidet jur SIuffteHung bc§ ®iffetcntiaIquotientcn ju 
gelangen mad^t man etnen ^unftgrtff,^ben man fofort au8 
ber folgenben ®Ietd^ung erfe^en fann. ©efeen toir l^terBet, 
ber i?ürje ^aI6er, lieber : 

f(x + Ax)-f(x) = A.fW. 

58) Ay=AfW = 9>(x+Ax)v^(x+Ax) 

— 9?(x) v' (x+ Ax) + 9^(x) V^ (x+ A x) — 7?(x) . T/^(x). 

S)te rechte ©eile ber®Ieid§ung68) öeretnfad^en toxi nun 
in ber SBcife, bog tpir v^(x4- A ^) «"^ 9^(x) augflammem. 
®ann ge^t 58) ü6er in: 

59) Ay=Af(x) = V^(x+Ax)|9'(x+Ax)-7?(x)} 

+ 99(x) \yj(x+/\x) — yj(x)\. 

aSir biötbieren burd^ A x : 
a(^\ Ay_ Af(x) 

= V(x+Ax)^^^'^^^^'"^^^^+y(x)^^^+^^^"^^^^^> 
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44 3^^tei Xei(. ^te ^ifferentialrec^nunQ. 

SWä^crt ftd^ jefct A^ bcr 9?uII, bann toerben bie 9lu§s 
brücfe nad^ ber Steige : 

lim ^(x-f- Ax) = V^W = v* 

Ax=o 

r y(x + Ax)-~y(x) d,<p[x) du 

Ax-O Äi -- dl— di' 

Ax-O ^^ '*'' '^^ 

AxfoÄ^ -^* 

©efecn mir bte fo umöeformtcn auSbrüdEc in 60) ein, 
bann ergtcbt ftd^ : 

«.\ dy du I dv 

' dx dx ' dx 

®ag 5ßrobuIt t)on jmei öeränbcrlid^en gaftoren 
tütrb bifferenttiert, inbem man jcben g^I^or 
bifferentiicrt, b«S Differential mit bem anberen 
gaftor multiplijiert unb bie 5ßrobuIte abbiert. 

3nfa^ I. S)urcl^ bie gleid^en Unterfuc^ungen fann man 
auc^ ben S)ifferentiaIqnoticnten ermitteln für ein 
5ßrobuft, bag au§ brci ober mel^r Uariabeln gaftoren 
Beftel^t. — ©ei: 

62) y = F(x) unb 

u = f(x); y = (p{x); w = yj{x). »Ifo: 

62a) y = u.v.w. 

S)ann ergiebt fic^ : 

. dy d(u.v.w) du , dw , dv 

' dx dx dx ' dx ' dx 

8ufofeII. aSefte^t ein^robuftauSämeigaltorcn 
unb ift ber eine gaftor eine gunftion öon x, bcr 
anbere eine Sonftante, bann ift ber ©iffcrentiaU 
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Stertes fto))itcI. 5)ic enttüttfetung bcr 5)iffercntiolformeIn. 45 

quottent gleic^ bem S)iffcrentiaIquottcnten ber 
gunftion multipltäiert mit ber Sonftanten. ©et: 

64) y = av, 

bann folgt au§ ßJIeid^ung 61): 

dy da . dv 

dx dx ' dx 

S)a nun ber 5)tfferentiaIquotient einer Äonftantcn a immer 
fflnU ift, fo wirb aud^ : 

^ dx dx 

25* »eiflJiele. 

©ei gegeben : 

a) y = (l+x2)(l-x2). 

^ier fei: u=l-j-x^ unb v=l — x^, 
alfo: y = u.v 

dy du , dv 

dx dx ' dx 

®§ ift: ^=2x unb ^ = — 2x. 
' dx dx 

©e^en tuir ein : 

g=(i_^2).2x + (l + x2).-2x 

= — 4x8. 

SSon ber SHd^tiglcit ber Söfung fann man fid^ ^ier leidet 
üBerjcugen, toenn man bic klammer auflöft, jufammenf a^t 
unb bifferentiiert. — ®§ gieBt: 

y=(l + x2)(l— x2) = l— x^. 
Sllfo: -g=_4x3. 
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46 Qatittx Xeil. Xle S>{fferenttalTe(l^nune. 

b) ®8fci: y = 8inx.co8x, 

alfo: u = 8mx; v = co8x. 

n^ r dy dfsinx) , . d(cosx) 

S)a^cr ^ = co8x \^ ^ +Binx. \^ ■ 

SJacJ^ aBfd^nttt 20 unb 21 toirb bann : 

— ^ = C08 X . COS X -{- sin X . ( — sin x) 
= C08*x — sin^x 
= cos 2 X. 



26. Ser 2)tffereitttal(nt0tient no» einem 8ntil$ (Oiuitieiiten) foa 
gefitnben toetbem 

©afe VI. S)er 3ö^Ic^ ^^b bcr 9?cnner foll je 

eine gunftion öon x fein. SP 7=^-» tt)o u unb v 

gunitionen öon x finb, bann tt)irb: 

du dv 

dy _ ^dx"~^d^ 
dx~ v"^ 

85 e weis. S33ir fd^reiben : 
66) y = f(x) = ^ 

unb: u = 9?(x); v = v^(x). 

So folgt junäc^ft : 

3lun loffen toir in ber getool^nten S33eife x um A^ 2c, 
»ad^fen. S)ann ergieBt ftd^ : 

68) y+Ay = f(x+Ax) = j|±f|. 

SBtr bilben bie Sifferenj unb erhalten A y ♦ 
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SBlcrteS Äa^jltct. 3)tc (S^ttDltfelung bcr 5>tffctcnttaIformcln. 47 

69) Ay = f(x+Ax)-f(x) = AfW 
ober: 

„^N A ffs _ y(x + Ax).y(x) — y(x)y(x + Ax) 
7Ö) ^^W- v^(x + Ax).v^(x) 

Sefet btöibiercn mir ®Ieid§ung 70) burd) /\x. ©o 
giefit cg, tüenn wir gefd^tdt orbnen : 

Af(x) 

Ax 

1 y(x + Ax)v^(x) — y(x)v;(x + Ax) 



71) 



v(x + Ax)v(x) Ax 

unb: 

Af(x) 



72) V^(x+ Ax)v^(x)' 



Ax 



_ y(x + Ax)y(x) — y(x)v;(x + Ax) 

■" Ax 

Um nun leicht ju bcm gcttjunfd^tcn @rge6m§ ju lommen, 
abbicren unb fuBtra^ieren toir ju bem öorftel^enben 2lu§^ 
brudE ba§ ^ßrobuft: 9?(x).v^(x). — SDaS crgiebt: 

73) V^(x+Ax)v^W-^ 

y(x+Ax)v^(x)— y(x)v;(x) — y(x).v;(x+Ax)4-y(x).v;(x) 

~ Ax 

— ,/, M y(x+Ax) — y(x) _ , , v;(x + Ax) — v^(x) 
~^W ^x ^^^^ Ax 

SRäl^ert ftd§ enblid^ Ax bcr dlnü, bann ttjerben bic 
einjdnen SluSbrüdEc in (älcic^ung 73): 

lim V^ (x -f- A x) ^= V^ (x) = V 5 

Ax=0 

Ax=0 A^ dx 
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48 8»etter letl. Die 2)lfferenrtalre<l^nung. 

y(x + Ax) — y(x) _ ,,. _ d.tpjx) _ du 

J-0 Äi -^»— d^-d5' 

j.^ V.(x + Ax)^V.(x)^ , d^^dv^ 

®iefc SBerte fe^cn ttjtr je^t in (Slcid^ung 73) ein. S^onn 
tt)irb unter ©cobad^hing, ba| u = 9?(x) unb v = t/^(x) ift: 

dy du dv 

dx dx dx 
unb enblid^ : 

, / u \ dji __ dv^ 

„.N dy^ \v/ ' dx dx 

^^^ dx~ dx "" V« 

S)er S)iffercnttaIquottent etneS 99rud^eg tft fo^ 
mit gleic^ bcm 9?enner mal bem Sifferenttal- 
quotienten beg Q'df)Uv^, öerminbett um bcn Sole- 
ier mal bem S)ifferentiaIquotientcn beS SiennerS; 
bte S)ifferenj biöibiert burd§ ba§ Duabrat bc§ 
Siennerg. 

27. »eifiifele- 

. a — X 

©e^en ttJtr: 

u = a — X unb V = a -f- X 

unb fe^en in gormel 74) ein, nad^bem bcftimmt würbe: 



bann folgt: 



du . c dv ^ 

dx dx 



dy_ (a + x).-l-(a-x). 
dx~ (a + x)' 

dy — a — X — a + x 

d?"~ (a + x)2 

_ —2b. 

— (a + x)^' 
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©IcrtcS Äa^ltel. 2)lc enttolcfclung ber Differcntlalformcln. 49 

b) ®S fei gcgeBcn : 

sin X 

y = • 

•^ cosx 
SHJo : u = sin X ; v = cos x . 

Sn gormcl 74) cingefe^t, naä) 95efttmmung öon: 

du c dv 

j— = cos X unb -T— = — sin X , 

dx dx ' 

. ^ . dy cos X . cos x — sin x ( — sin x) 



«^^Bi^»^^- dx" 


~ COS^ X ' 




cos^ X + sin* X 1 




COS^ X COS'^ X 


c)g§fet: 


a u 


Stifo: 


dy x".0 — a.nx»-i 
dx (^ny 




_ anx"-i_ 1 2„ 




^2n *°^ • ^ 




= -anx-(»+i) 




an 




— ^+1 


d) ®§fe{: 


d-VD-x-V'+d + i/Dx-v» 


dx 


(i-VI)^ 




2 




Yi.il -yir 



28* »eftimmuuö be« 2)ifferenttolrm0ticnten für y = a"" . 

©a^ VII. ®er ©iffcrentialquottent ber ®jpo = 
ncntinifunftion y = a^, in ber a eine Sonftante 
Bebeutet, ift: 

dy_d.(a^) 



dx dx 

©cnbt, Differential unb 3ntc0Totrcdönun0. 



a^.la. 
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50 QXDtitn letr. Die DiffcrcnHalrcc^nung. 

a5ctt)ci§. ©d^retben tPir: 

75) y = a^ 

unb nehmen auf Beiben Seiten ben natürlid^en Sogoritl^muS, 
ttjobur^ oft eine Slblettung öereinfad^t tpirb, fo folgt : 

76) l.y = l(a^) = x.l.a. 

Sn 2l6fd^nitt 23 crl^ielten tt)ir für ben S)ifferentiafc 
quotienten beS natürlid^en ßogaritl^muS : 

dy ^f. 
dx X 

Saraug : 

dy = — • 

SJergegentt)örtigcn ttjir unS nod^ STöfd^nitt 24, 3«fßfe H» 
bann erl^alten ttjtr, »enn tPir öon ®Ieid^ung 76) Iinf§ unb 
rechts baS Differential nel^men: 

77) ^ = dxla. * 

Um ben ®ifferentiaIquotienten ju erl^alten, biöibteren 
töxx ®Ieid§ung 77) burd^ dx unb fe^en für y au§ 
®Ieid§ung 75) ben S33ert ein. S)ann ift: 

78) fe = '^='-l''- 

29* l^efttmitrang ht9 Siffcrenttolquottenten für y = e"^. 

©afe VIII. ®er ®ifferentiaIquotient ber be^» 
ftintmten®yponentiaIfünftiony=e''iftgIetd^fan§: 

dy_dV)^^x 
dx dx 

93ett)et§. S)er 93ett)et§ ergiebt fid§ fe^r einfad^ auS 28. 
SBir muffen nur in y = a^ für a ben SBert e atö fpejieffen 
gall einfefeen. Sllfo: 

79) y = e^ 



dbyGoogk 



SierteS Stas^itti. Xit SitttDitfebing ber 3)ifferentialfoniieIn. 5 1 

®er S)tffcrcntiQlquotient für y = a^ toai: 

Sc^en ttJir nun a==e, bann mtrb: 

dx 
äu§ Stbfd^mtt 9 wiffen wir aber, bag le = 1 ift. Daf)er: 

80) Jf = e^ 

30* iBefümmnitg be^ Sifferettttalquotienten non y => ting x. 

Sa^ IX. 3)cr ®tffercnttaIquottent ber gunftion 
y = tangx ift: 

dy d (tang x) 1 

dx dx cos^x 

©emeiS. ®te5c«6fd^nitt27, Slufgabeb. SSir erhalten 
burd^ 9(ntt)cnbung ber Öuotientensaflegel bort unmittelbar : 

81) dy_ d.(tangx) __t^^ 
^ dx dx cos^x 

31. iBeRfmmintg be^ iDiffereatialtntottenten bon y == cotang x. 

Safe X. ®er S)ifferentiaIquotient ber gunftion 
y = cotangx ift: 

d y d . (cotang x) 1 

dx dx sin'^x 

93ett)ct8. SBie in 30 mit ^ilfe ber Cuotienten=9?egeI 

. . COSX .-. 

, ba cotang x = ^j^ Ift. 

d y sin X . ( — sin x) — cos x . cos x 



jii ermitteln, ba cotang x = — — ift. 
" ^ sinx 



«Ifo: 



dx sin^ x 

— sin* X — cos* X 

sin'x 

(sin* X -f- cos* x) 

sin*x 
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62 So>tittx %tU. 3)lc Dlffcrcntialredlitimg. 



«2) 



®a sin2x-f-co8^x= 1 tft, fo folgt fofovt: 
dy 1 



dx sin^x 



32« ^Haht htt ^tfferenttaI(|)tottenten für y<=seex mh y^cosecx. 

©afe XL S)ic Sifferenttalquoticnlen für Me feiten toor^ 
lommenben gunftioncn y = 8ecx iinb y = co8ecx ttJoUen 
tütr ntd^t »eiter ableiten, fonbern bie Slrbeit bent Sefer 
überlaffen unb bng SRef ultat ^ter nur l^infd^reiben. Sllfo : 

^. dy d.(secx) sinx , 

83) -T^ = — \ = — r^ wnb 

^ dx dx cos^x 

. d y d . (cosec x) cos x 

^ dx dx sin^x 

"SRan ^ai fid^ bei ber Slbleitung nur bnron ju erinnern, baß 

sec X = unb cosec x = — — tft : unb bie Duotienten- 

cosx sinx ' ' 

Sieget anjumenben. 

SaSirnjenbenunSnunäurTOeitunöberc^IIometrlfd^en 
gunitionen unb ijermeifen nod^motö auf i^re a3ebcutung, 
bie in Slbfc^nitt 11 bargelegt mürbe. 



33« 83efttmmung ht9 2)tfferenttaI(|ttotte]iten für y » are sin x. 

@a^ XII. 2)er ©ifferentialquotient für 
y = arcsinx ift: 

d y d . (arc sin x) 1 

dx dx [/i x^' 

SemeiS. SBie n)ir in Slbf^nitt 11 jeigten, ift bie ttm=: 
!ef)rung ijon y = arc sin x, ber 9lu§brudE x = sin y. Silben 
n)ir bon bem 9tu§bruct x =^ sin y ben S)ifferentiaIquotienten* 

85) -j| = cosy. 
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iBlcrteg ^apittl. Xtc (gnthjitfetutig ber 2)ltfercntloIformcln. 53 

Seiten mir ben 33rud^ um, fo !ommt: 

dy^ 1 ^ 
dx cosy 

ttjofür mir audE) fc^reifien fönneu: 
dy _ 1 



86) , — / - 

dx l/i—sin^y 

9Jun erl^äÜ man au§ x = ßiny fofort x^r^sin^y unb fügt 
man ben neuen SBert ein, bann ifl: 

dy _ 1 



87) 



dx /rn^ 



34 leeftimmutig ht§ ^tffcrentta((niottenten füt y»areeosx. 

©a^XIlI. 2)erS)ifferentiaIquotientberguuftton 
y = arccosx ift: 

d y d . (arc cos x) 1 

dx dx ]/i ^2 

93emet§. ©riftbergleid^emieinSS. S)a y = arc cos x, 
bie Umfel^r x = cosy ergiefit, fo bifferentiieren mir biefen 
Slu^bnid. m\o: 

x = cosy, 

ba'^er: d""^ — ^^^^ ^^"^* 

88) ^'- -^- 



dx siny 

9Kit ^ilfe einer De!annten trigonometri[d^en gormel: 

dy^ 1 

dx |/i_cos-^y' 

2)0 nuu cos y == X ift : 

^^^ dJ = -7r=T^' 
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84 Swetter %til. 2)lc ^Iffcrcntiotrcd^nunß. 

35. leefltmntung bt§ Sifferentiarqitotfenten für j^mtMugx. 

(Safe XIV. S)crSiffcrcntiQlquottcntbcr3unftion 
y = arctangx tft: 

dy d.(arctangx) 1 

dx dx r+x*' 

99ctpcig. SBicberum fefeen mir, ba y = arctangx tft, 
ben Slugbrudf: x = tangy unb biffcrentiicrcn. SDal^cr: 
<ix 1 ^ ,. 

90) g^COS^y. 

gn ber Srigonomctrie mirb bie leidet ju crnjcifcnbe 
9icIatton abgeleitet: 

•^ l + tang\v 
SBir erl^alten bemgemöfe: 

dy 1_ 



dx l-f-tang*y 
©efeen h)ir enblid^ für tang^y ben SBert x^, bann ift: 



91) dy _d.(arctangx) 



dx dx i+x» 

36. Sefttmmntig ht9 ^ifferentialqitotienten non y >» ire eotang x. 

©ofeXV. Ser Sifferentialquoticnt ber gunftion 
y = arc eotang X ift: 

d y d . (arc eotang x) 1 

dx ■" "dx ~~"~l+x«' 

ScmeiS. SBcnn y = arc eotang x ift, mirb bie Um^: 
lel^rung : x = eotang y. SBir bifferentiieren : 

x^ = ~ ;t;;2;; ^"i> barou§ : 

dy sm^y 
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SSterteS 5{a^ttel. 2)te (Entiotdelung ber !Differentta(formeln. 55 
92) |Z = — sin^y. 

SS ift, tPtc bic Trigonometrie lel^rt: 

. 2 _ 1 

®*° ^"l + cotangV* 

SQ^er: ^- ^^ 



dx l+cotang*y 

unb ba X = cotang y ift : 

«') U = -IT?- 

37. Sngalie iet StfferenttaI(ntDtientett ffir bie ^nvX^ntn y » are see x 
nnb y«»ir6eoseex. 

©ag XVI. S)ie S)ifferentiaIquottentcn für 
y = arcsecx unb arccosecx finb: 

Q.x dy __ d.(arc8ecx) __ 1 

^ dx "~ dx ~ x/x* — 1 * 

s dy d . (arc cosecx 1 



dx dx xl/x* 1 

SBir moKen bic Slbleitung bem Sef er jur Übung überioffcn. 
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56 



^weiter Xeit. 3)ie 2)ifferentta(Te(^nung. 
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sanftes Stapitü. 2)le «ilbMng bct I)ifferentlalquDt. jc. ^tufgobcn. 5 7 
(Jütiftes Kapitel. 

Pie ^tn^ting )>et ^iffexentxatqnotitnttn 
hex ^nnktiontn von ^utifitioiteit. JlnfguOeti. 

38. dErläutentitgen. 

®ä lommt fe^r l^öufig öor, bofe mehrere Munitionen mit 
cinanbcr öerfnüpft finb, bon benen ber S)ifferentiaIquotient 
gebttbct werben foK. SBir moKen ba§ äunöd^ft an einem 
93eifpiele bartegen. Sei j. 83. : 

y = 1 . sin X . 

Um jum 3irf ä« gelangen fe^t man für sin x einen 
anberen einfad^en SBert ein, alfo j. 83. : 

sin X = u . 

S)ann ge^t bie ®Ieic^ung über in : 

y = lu. 

^ieröon lönnen \mx fofortbenDifferentioIquotienten bilben. 

@§ lommt nun barauf ar\, du h)irfiid^ ju Beftimmen. Sa 
u = sin X 

»>«^'if^- du = cosxdx. 

Somit ergiefit fid^ : 

dy = — = ^5^.co8xdx. 
dx sin X 

39« %tiimtm iBeftimmnng M ^Ifferentialquottenten einer 
i^unftfon tion einer i^unltion. 

SBir motten nun jeigen, toie ba§ ganj attgemein möglid^ 
ift. esfei: 
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58 Qmittx Xtii. a)le 5)iffcrenttülrt(l^nung. 

1) y = F(z) 
aber iugleici^ aud^ 

2) z = f(x). 
2)ann etl^olten n){r ben 9(uiSbrud: 

3) y = F{f(x)}. 

Um ben SluiSbrudf 3) Mffcrcntüercn ju fönncn, loffen 
mir, toic 6crett§ ötclfad^ auggcfü^rt, in 1) unb 2) x um 
/\x unb z um Az toac^fcn. @o ergiebt fid^: 

y + Ay=F(2+Az) 

unb z+Az = f(x + Ax). 

3n gch)o]^nter SBcifc Bilbcn mir nun bie SluSbrüdc A y 
unb Az- 

4) .. Ay = F(z+Az)— F(z) = AF(z) unb 

5) Sil Az = f(x+Ax)-f(x) = Af(x). 
3?un biöibieren mir 4) burd^ Ax. Dal^er: 

ß^ Ay^ F(z + Az)-F(z) ^ AF(z) 

^ Ax Ax Ax 

SBir motten nun bic ®Icid^ung 6) im Q^Ux unb Stcnncr 
mit bem 2lugbrudf : 

f(x+Ax)-f(x) = Az 

in cntjpred^cnber SBcifc multiplijiercn, fo ba§ bcrStuSbrucf: 

Ay^ F(z + Az)-F(z) f(x + Ax)-f(x) 
^ Ax Az Ax 

_AF(z) Af(x) 



Az Ax 

ftd^ ergiebt. 9?ä]^crt ftd^ Jc^t Ax bcr Orcnjc StuH, bann 

gcl^t 7) unter aSerüdffid^tigung ber ©Icid^ungcn 4) unb 5) 

über in : 

Qx dy_dy dz 

^^ dx~dz dx 
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SBir crl^Qltcn alfo bcn ©a^: S)er S)tffcrcntiaU 
quoticnt einer gunitton öon einer gunition tft 
bem ?ßrobuIte ber S)tffercntiaIquottenten ber 
gunittonen glctci^. 

40. %ttfgal^ett. 
a) egfet: 



y= 


sin* X ; 


dy 

dx 


foH Beftimmt werben. 


Söfung. 


SBir fd^reiben : 


u = 8inx. Sllfo: 






y = 


= u2 


unb bol^er: 


du"" 


:2u; 


dy = 2udu. 



S)a u = sinx tft, fo cröiebt fid^ du = co8xdx. ©e^t 
man je^t ein, f o wirb : 

dy = 2udu = 2 . (sinx) • cos xdx. 

dy 
Knb : -jp- = 2 sin X cos X = sin 2 X . 

ax 

b)e§fei: 

y=(a + bx)^ gäubilben. 

Söfung. 3Kanfefet: 

u=(a + bx). 
Sllfo crgiebt fid^ : y = u^. 

®aS Differential : dy = 2 udu 
unb: du=b.dx. 

©ingefügt : dy = 2 (a -|- bx) . b . dx. 

Sllfo: g=2b(a + bx). 

c) eg fei: 



dy 



y = y3ax + x*; -^ = ? 



P 
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©cfeen h)ir: u=3ax4-x^, fo crgicbt fid^: 
3)ifferentitert: 

33Ubcn mir nun bog Stffcrential bon n = 3ax + x^, 
du = (3a + 2x)dx. 

dx 2|'3ax + x^ 
d)egfc{:" 

-, __ psin X . ^ -— 

y ® ' dx "^ 

SBir fe^en u = sin x , alf o : 

nnb bifferentüercn : d y = e" d a . 
aStlben mir bag ©iffcrcntiot öon u = sin x , 
du = cosxdx. 

©0 folgt: ^ = (e«^°^).cosx. 

e) e§ fei: 

^ x^ + 3x-4 , ^=9 

y X*— 3x + 4' dx 

©e^en mir : 
u = x2-f3x — 4 unb dii = (2x + 3)dx 
v==x2— 3x + 4 unb dv = (2x — 3)dx. 

S)onn ift : y = — ' 
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SRQd^ bcr gormel : 

du dv 

dy dx dx 

dx v' 

dy _ (x^ — 3 X + 4) (2 X + 3) ~ (x* — 3 X — 4) (2 X — 3) 
dx"~ (X» — 3x + 4)« 

__ 2x(8 — 3x) 

~ (x^ — 3x + 4)^' 

f)®§fet: y = cos(a + bx); ^ = ? 

SBir fcfecn: u = a + bx. 

S)ann lüirb : y = cos u. 

SSilbcn h)ir nun bic S)ifferentiote : 

dy = — sinu du unb du=bdx, 
bann folgt: dy = — 8in(a-|-bx).bdx. 

-jl = _b.sin(a + bx). 



g) egfei: y = yT+i,^i-x', 
= (l + x)V«.(l-x2)V8. 

^Icr f önnen mir mit ^itfc bcr gormein y = u . v unb 

dy du , dv 

A- = ^^ — rn:i— 
dx dx ' dx 

unmittcttor btfferentitcrcn. Sllfo : 



dx 

+ (i+xy/«.V3(i-x2)-"/«.(-2x) 

_ 3 — 4x — 7x^ 
~6(l+x//2. (1 — xV 
3 — 4x — 7x« 
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h) ggfei: y = x-; g = ? 

3utocilcn, toic In btefcm gaUc, lann cS prafttfc§ fein, 
t)or ber 3)ifferentiierung red^ti^ unb Itnfö ben natürlichen 
Sogartt^muS ber ©letd^ung ju nel^men unb erft bann ju 
btffercntüeren. Älfo: 

l.y = xlx. 

S)tffcrcntiicrcn tt)tr nun: 

dy , , , dx 
— ^ = lx.dx4-x — • 

y ' X 

dy = dx.y(lx + l) 
ober: g = x-.(lx + l). 

i) 8luf bic öletd^caSeifeift: 

y = x*"^^ }u Bel^onbcJn. 

S)er Sefer möge bic Söfung fettft fud^en, ftc fül^rt auf 
ben ?(u§brui: 





fsinx 1 


- cos X . 


ixj. 


dx 




i 


k) ©gfei: 








y = arcsin(^j; 


dy_ 
dx — 


:? 


Söfung. Sßir fefeen: 


X 






atf : y 


= arc sin u. 




2)a§S)tfferentioI: 








du 
d Y = 


unb du 


adx 


dx 


^ l/l-u» 




a- 


a 


»1- s 


1 


— • 
-x^ 
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l)@§fet: y = x-.e-; ^ = ? 

Söfung. u = x°; v = e^ 2lIfo: 

dy dv , du 

dx dx * dx 

= x^.e^ + e^.nx^-i 

= e^(x^+nx^-i) 

SRad^foIgenbc aufgaben möge ber Sefer feI6^ 
ftönbig ju löfcu öcrfud^en. 



2 
3 
4 
5 
6 

7 

8 

9 

10 



r = x3.}^ ^ 



dx 



:_Vv5 



X^ 



a dy 4a 

y~x* dx "x*^* 

a dy _ sinx 

^ cos x dx cos* X ' 



y = l.(x + »^iH^...^=-^ 



y 



dx 
Va + bx dy 2a + bx 



a arc sin x 



dx 2x*Va+bx' 

dy e"^'^^ 

fx arc am x :L , 

y = sm(a + bx) j^ = b.cos(a-}-bx). 

a — b cos X d y 2 ab sin x 

^ a-f-l^-cosx dx (a+b cos x)* 
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64 3^i>citeT Zeil, ^ic Xifferenttolred^nung. 

... /a — x\ dy a 

11) y = arcco8 • • T--= ., . 

^ ^ V X / dx xV-2ax-a* 

12) y = L(arctgmx) • • • ^-^: ^^.J"arctgmx ' 



13) y = l/^ 



d y sin X 



2 dx j'8.11— cosx 

14) y=(c08x)""^ 

IZ = (co8x)- 1 + «»°^ { COS« X 1 . (cos x) — sin^x I - 



Sed^stes Kapitel. 

Pie ^öt^ntn ^iifettntiatqMtienten. 

4L ^(Meitung ber f^it^mn ^tfferentialquotleitten. 

2m vierten S'Qpltd tourbe ouSeinonbcrgefe^t, mie mau 
au§ einer gunftion y = f (x) ben S)ifferenttQlquotientcn 
erf)aUen lann. SBir bejeid^neten i^n mit : 

^ dx dx ^ ^ 

SBte man fie^t, ift ber ©iffcrentiolquotient lüicberuni 
eine gunftion t)on x. SRon nennt il^n be^l^otb bie 
abgeleitete gunftion öon x unb begeie^net iijn 
gumeift mit f'(x). S§ leud^tet nun fofort ein, ba^ man 
anä) mit ber abgeleiteten gunftion bie gleid^en Überlegungen 
aufteilen !ann, rtiie mit ber birelten, unb bog man ^ierburd^ jum 
äioeiten S)ifferentialquotieuten gelangt. ®§ fei: 

2) y = f(x) 

,„,^ dy_d_l(x)_^, 

dx dx ^ ^ 
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®ann fonn man nud^ fd^retben : 



'(fe) 



\dx) _ d.f(x) _.^.. X 

^^ dx — dx ""' W- 

V dx) d'^ y 

S)cn 9lu§brud ^^ fd^rctbt man gemö^nltd^ -^ unb 

nennt i§n ben §tt)ettcn ®ifferenttaIquottenten. 

S)ag ber jmeite SDifferenttalquotient bie t)or= 
ftcl^enbe gorm annel^men mnfe, tritt nod^ beutlid^cr ^erbor, 
wenn man öom Differential auSge^t. — (£§ fei: 

2 a) y = f(x) 

unb : d y = f ' (x) . dx. (©ie^e ®Ietd^. 1 .) 

Differenttiert man nnn noi) einmal, ]o ergiebt ftd^ : 

3) d.[dy] = d[n(x)]dx 
unb: d.[f'(x)] = r(x)dx. 
Somit folgt :# 

d . [dy] = f" (x) dx . dx = f" (x) dxl SDa^er : 

4) g^. = f (x). 

Sn ®teid^ung 4) l^aben mir alfo ben jrtielten 
©ifferentialquotienten ber gunftion x. 

Sn ber gleid^en SBeife !ann man nun aud^ ben britten, 
tjierten 2c. S)ifferenttalquotienten btlben. @§ ift bann: 



Scnbt, 5)lffercntiat- u. Stttcgralrcd^nuitg. 
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SSätcbcrl^oIt man bie 2l6Iettungen n mal, bann crl^ält man 
enbltd^ bcn ntcn 3)ifferentiaIquotienten: 

d^v 
dx 

SBtr tPoHen nun bie SSilbung bcr l^ö^ercn S)iffcrcntiat 
quottentcn an einigen Sluf gaben üben. 

:Ä«f0abBn. 
a) es fei: y==x^. 

S)ann erl^alten tüir nod^ bcr SRei^e : 





= 8.4... 




£ = 2.3.4.. 




d*v 

J = 2.3.4=24. 






b) es fei: 


y = x» 


SBtt erhalten : 




dy 
dx 


= m.x'"-^ 



g- = m(m— l)(m — 2)x^-3 (gnblic^: 

^ = m (m — 1) (m — 2) (m— 3) . . . (m— n+1) x"^-^ 
dx 
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c) ®§ fei: y = 8inx. 



2)ann mcrben : -r^ = cos x. 

dx 

-j-V = — sin X. 
dx* 

d»v 

-j-V = — COS X. 

dx^ 

d*y 

^j^ = 8inx. 

d*v 
eg ift Qlf : y =-^ = sin x. 

SBte man fielet, tpicbcr^olcn fid^ btc SBcrtc. Der 
gleid^e SSorganö finbet pd^ Bcifpietöiüeifc an6) 6ci y = co8x. 

d) (£§fct: 

y = ax^ -|~ ^^^ H~ <^x "h ^• 
®ann toirb mä) ber Stetige : 

-^ = 3ax2+2bx + c. 

-^ = 2.3.ax+2b = 6ax+2b. 

d®v 

dF = 2.3.a=6a. 

dx* "• 

e) SBir lüoUen nun nod^ bie l^öl^eren S)tfferen» 
ttaIquoticntcnfürctn?ßrobuftau§än)etgunIttonen 
Don X bilben. @§ fei ba^er: 

o^ u=f(x) 

8) y = u . V ' , 

^ ^ v=F(x). 

^\ dy dv , du 
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S)lffercntticrctnaniiuiiicbcnlctlber©ummcfütfi(i^. 9tIfo: 
,/ dv\ d'v , dv du 

, ./ du\ d'u , du dv 

^"^- ^rd^) = ^d^+d7-d^- 

Slbbicrt, crgicbt bog bcn jtpciten Differential^ 
quotienten: 
^. d'y d'v , -dv.du , d'^u 

10) di?-=»d5^+2dr:di+^d?- 

Umben britten Differentialquotienten ju erhalten, 
muß man mieberum in ber QUli^tn SBeife tjerfal^ren, bann 
ergiebt ftd^ ®Ieid^ung : 

V d^j d'v , ^du d'v I ^ d^u dv^^ d^u 

^^^ d^~^"d^"r'^dx*dx«'T-*^5p--d^-t-v5^- 

Der Sefer bemerlt ttjo^l, bog l^ier bog (Scfe^ ber 
SinomialsS'oeffiäienten l^ertjortritt. 

42. SSenn ^itnftbnen einander gleid^ fltib^ aber in ttten ^IrormeK 

fid^ tion etnanber unterfd^eiben^ bann jtnb aud^ il^re 2)ffferentta& 

quotienten etnanber gleid^« 

SBir motten ben @o^ l^ier junäd^ft an einem 99eifpiel 
erläutern. @g fei : 
y = f(x) = (x+h)*=x^+4x3h+6x2h2+4xh8+h^ 

Sflunme^r nel^men mir öon biefen gleid^en StuSbrürfen 
bie Differentialquotienten nad^ ber Steige: 

lZ=f'(x) = 4(x4-h)3=4x3+12i2h4-12xh2+41i3. 
-g- = r(x) =12(x + h)2=12x2+24xh+12h2. 
g— r (x) = 24(x + h) =24x + 241i. 

-g = f-(x) = 24 = 24. 

gül^ren mir bie Serec^nung einer jeben fi^Iammer au§, 
fo merben mir finben, ha^ bie entfpre(|enben Differential* 
quotienten einanber glei^ finb. 
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Siebentes Kapitef. 

43. SBor^erettungen. 

©efejjt e§ fei eine gunhion 

1) y = f(x) = ax» + bx2 + cx + d 

gegeben. ®g foH in berfelben bie SSeränberlid^e x um bie 
®rö6e h tt)acf)Jen, bonn erhält man mittetö bet cinfad^en 
befaitnten algebraischen Operationen einen 9lu§bru(f, ber 
nac^ mac(){cnben $oten5en bon h fortfd^reitet. ®§ toirb: 

2) f(x-[-h) = a(x-fli)3+b(x+li)2 + c(x+h)+d. 
gurren töxx bie Sled^nung mirflic^ au§: 

2a) f(x + h) = ax3+3ax2h + 3axh24-ah8 
-i-bx2 -|-2bxh -f bli2 
-|-cx -[-ch 

+d. 

Drbnen lüir unb faffen immer bie ©lieber mit gleid^en 
5ßotenjen Don h jufammen. So ergiebt fid^: 

2b) f(x + h) = (ax3 + bx2 + cx + d) 

+ (3ax2-|-2bx + c)li + (3ax + b)h2 + ah^. 

44. 2)ie !5:o^|torWc Meide. 

SBit §ilfe ber 3)ifferentialred^nung fann man leidster 5um 
gleichen 3^^^ gelangen. SKan erl^ält SRetl^oben, burc^ bie 
jebe rationale gan^e gunltion in eine Sleil^e entiüicfelt lüerbeu 
fann, bie nac^ fteigenben ^ßotenjen fortfd^reitet, mie in 2 b). — 
SSergleic^e bie Slbfc^nitte 3 unb 6. 

SBan lann fid^ alfo aud^ bie gunftion f (x-f-h) in einen 
2tu§brudE entmidEelt benfen, ber nac^ 5ßotenjen bon h*) fort- 
fc^reitet. S)euten toir ba§ junäc^ft an : 

3) f (x + h) = A + Bh + Cli2 + Dh3. 
^ier finb A, B, C, D felbft gunitionen bon x. 



♦) h ben!c man [tc§ als «einen ßumat^s öon x. 



dbyGoogk 



70 



BuKittt Xeil. Siie Xitfferentialtn^nung. 



SBtr tooUen nun na^bet Steige bie3)ifferenttoIquottenten 
6t{ben: 

4) f'(x + li) = B+2Ch + 3Dh» 

f"(x + li) = 2C + 2.3D.h 

f"'(x+lO = 2.3D. 

Stöbert ft(4 nun h bet ®renje 3laü, bonn ge^en noc^ 
einanbet bie StuSbrüde 3) unb 4) übet in : 



4a) 



Unb ^ierouS folgt: 
5) 



f(x)=A 
f'(x) = B 
f"(x) = 2C 
f"'(x) = 6.D. 

A = f(x). 
B = f'(x). 



D = 



'21 
f"'(x) 



3! 



SBerben biefe 9tu8= 
briide in 3) cingefe^t, 
fo folgt: 



6) f(.+h) = f(x) + tM^ + t^.L^ + q^hB. 

3ft bic gunftion nid^t nur üom britten, fonbern öom 
nten ©tobe, fo erl^ält man unmittelbar burd^ bief elften 
Operationen bie Sa^Iorfd^e 9tei£)e: 

7) f(x + h) = f(x) 



A^J^^.^^^ 



'(x)h« 



1! 



3! 



' nl 



'2)iefe ©leid^ung ift in folgenber SBeife in SBorte ju 
faffen: ®ine jebe gan5e rationale gunftion Iö|t 
fi(^ in eine 3ftet^e entmideln, üon ber baS erfte 
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®Iieb bic gunftion fcI6ft ift, jebeS toettere (Stieb 
aber, burd^ ben erften, jtoeiten 2C. ©iffercnttal* 
quotienten bargcftellt, toirb muIttpHjtert mit h 
ober ben folgenben ^otcnjen t)on h. 

SBir tüoHen ben ©afe 7) äunäd^ft auf baS Seifpiel 1) 
anmenben. (£S tvax bort : 

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d. 

©omit ift noc^ ber Steige : 

f'(x) = 3ax2+2bx + c 

f"(x) = 6ax + 2b; ^=3ax + b 

r(x) = 6a; *'"W-- 



31 ""■"• 
©efeen toir in 7) ein : 

f(x + ii) = (ax3 + bx2+cx+d) + (3ax2+2bx+c)h 
+ (3ax + b)h2 + ah8. 

SBie man fielet, entfpric^t biefer SfuSbrud ganj ber 
®Ieic^ung 2 b). 

S3on ber Jo^Iorfc^en Steige laffen ftd^ nun fc^öne 8tn^ 
»enbungen machen. SBir tooQen u. a. mit i^rer $ilfe ben 
SBinomifd^en ße^rfo^ herleiten. 

45. Verleitung M i@inomtf((en Qa^t§. 
e§ fei bie gunition : 

8) y = x°' gegeben. 

SBir fefeen unferen Slugffi^rungen in SlBfc^nitt 44 ent= 
fprcc^enb: 

9) f(x + li) = (x + li)- 

unb Bllben nac^ ber Sleil^e bie SDifferentioIquötienten: 
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10) f'(x + h) = m(x + h)— 1 

f " (x + h) = m (m — 1) (x + h)»-2 

f"' (x + h) = m (m — 1) (m - 2) (x + h)"-^ 

f^(x + h) = m(in — l)(iii— 2)(m — 3)....2. 1. 

äStib nun loteberutn h gld^ 97un, bann erhalten toir 
bie Steige bet abgeleiteten gunitionen : 

f(x) = x'» 

f(x)=mx"'-i 

f"(x) = m(m— l)x«'-2 

f " (x) = m (m — 1) (m — 2) x"""^ 

fi(x) = in! — 
@e|en iott biefe SESJette in gormel 7) ein, bann ift: 
(x + h)» = x- + m.x— i.h + ^i^^Bzllli^-'.hs 
^ m(m-l)(m-2)x "-3 ^^, ^ m| j^^ 

@efet man x = a unb h = b, bonn ergiebt ftd^ ber 
Sinomifd^e Se^rfafe: 

(a + b)- = a- + ma—i . b -f- Bi^pÜ?."""' . b* 
+ S<^^4JS=^""".b3 + ....b». 

46. Mgemeine ^Mettnng ber Sa^torfd^en 9lei(e. 

6s lägt fic^ leidet jcigen, bajs bie StuSfu^rungcn in 
Slbfd^mtt 44 fid^ aud^ auf eine jebe nid^t rationale 
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gunftton ermcitcrn laffeit, tpenn ftd^ bicfenurin ctnenac^ 
[teigeuben ^potenjen üou h fortlaufenbe JRei^e enttoicfeln löfet. 
Sn ©letc^uug 7) erhielten tvxx ben Slu^brucf : 

f(x + h) = f(x)+f'(x).l, + ^h^+... + ^>h", 

bcr für eine ganje rationale gunition gültig ift. — 
SBenn f (x) feine rationale gunition ift, fo mirb bie 
obige Siei^e (7) nic^t biefer gunftion entfpred^en fönnen, 
fonbern fic^ öon i^r um eine ®röge unterfd^eibcn. SBir 
mollcn biefen Unterfc^ieb mit R bejei(|nen. S)ann 
ift ganj allgemein : 

12) f(x + h) = f(x) + ^.h 

H — 2r^'^ ! — iTT"^ ' ^• 

S)ie®Ieici^ung 12)be5eic^net mon gang allgemein 
al§ bie 3:at)lorfd^e9tei^e unb ben SluSbrucfR nennt 
man ben 9{eft ber 2:at)Iorfc^en Steige. 

SBirb in ®Ieic^ung 12) n fe^r groß, bann mug R felbft 
jur SRuH merben, wenn bie SRei^e einen Sinn l^aben foll. 
®a8 befagt, bafe bie Steige fonöergent fein mug. 

S)er befd^ränfte SRaum unfereg S3uc^e§ ma^t un§ bie 
aSefprec^ung beS 9leftgliebe§ unmöglirf}. Unfere »eiteren 
Ausführungen, in benen njir un§ jumeift mit ben erften 
®Iiebeni begnügen, fomie bie unmittelbar borfte^enbe 
SJcmerfung laffen biefc ©infd^ränfung 5U. 

47. ^ie 9iet^e Don S^ac^Saurtn ober bie @ttrUngf((e SRei^e. 

®ie S)?ac=2aurinfc^e Steige ift ein fpejieHer gaß ber 
3:al}Iorfc^en Steige unb fie fann unmittelbar au§ biefer ent^ 
loicfelt werben. — ©e^t man in bie Sa^Iorfd^e 5Rei^e: 

12a) f(x + h) = f(x) + f'(x)h + ^ii2 

+Q5h.+ ....+^h.+E, • 
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X gleic^ 9htQ unb für h ben 9{u§brud x, bann ge^t 
fie über in : 

13) f(x) = f(0) + f'(0)x + ?^x« 

+ ^^»+--+^^^" + K. 

3)er «uSbrucf 13) ftellt btc aKac::ßaurtnfc§e 
atetl^e bar. Sie ift fel^r braud^bar jur ©nttoicfelung öon 
gunltioncn in Steigen. SBir motten bal^er einige mid^tige 
9tei§en burd^ fie l^etleitcn. 

48. & fofl eine Steige für sinx enttoiifelt toerben. 

@gfei: 

14) y = f(x) = sinx. 

S33ir bilben bie Differentialquotienten : 

15) f'(x) = cosx 
f"(x) = — sinx 
f'"(x) = — cosx 
r''(x)=sinx u. f. n). 

SBie mir fd^on oben barauf aufmerffam mad^ten, ift sin x 
eine periobifd^e gunftion, bie bei ber Weiteren SSUbung ber 
S)ifferentioIquotienten toieber auf bie gleid^en 9tu§brädEe 
fü^rt. — SBir fe^en nun x = 0. S)ann ge^en bie 9lu§brüdfe 
in 14) unb 15) über in: 

16) f(0) = sinO« =0 

f'(0)=CO8 0^ =1 

f"(0) = — sin 0^=0 
r'(0)=— cosO<> = — 1 
r'(0) = sinO« =0. 
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SRan bcmerlt leidet, bag in bcm gallc, too n eine 
ungcrabe ga^I ift: 

f"(x) = ±cosx »irb; 

olfo: P(0) = ±co8 0^ = ±l. 

gurren töix biefe SluSbrücfc nun in ©leid^ung 13) ein, 

bonn ift: l .x« 
8inx=0-l-l .X — ~Y~ 

+ + -^| \ ±-^- 

Unb fomit: 

17) 8iiix=x-|-;+|-; — h----±i^- 

@8 entfprid^t alfp bie gunition sin x einer 9iei^e, 
bte nad^ungeraben^otenjen öon xmit aixotd)]tln^ 
ben SSotjeic^en fortfc^reitet. 

49. (&§ {Ott bte 9ltt(e fär cos x enttoiifelt loerben. 

e§fei: 

18) y = f(x) = coBx. 

SBir enttt)i(feln bie ©ifferentialquotienten : 

19) f'(x) = — sinx 

f " (x) = — cos X 

r'(x) = sinx 

f""(x) = cosx. 

®ie3)ifferentiQlquotiententnieber^oIenfic^bannn)ieberum. 
S)er äuSbrud P(x) = ±cosx, menn n eine gerabe Qa^ 
ift. — SBie in 48 fe^en tt)ir x gleid^ 9?utt. S)ann ergiebt fic^: 

20) f(0)= cos« =1 
f'(0) = — sin 0^=0 

f"(0) = — cosO<>= — 1 
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f'"(0)= 8inO®= 
r'(0)= co8 0^= 1 

i-n /I^ _L. irt _l_ i 1 ^CJltt ß eine 

©cfecn tt)tr bicfc SBerte in ©leid^ung 13) ein unb jie^en 
jufammen, bann ift : 



v2 Y* v« Y^ 

21) COSX=l-|j + fj-|j + ....+^.. 



n! 



•Die gunftion cos x entfpric^t einer Sletfje, bie 
nad^ gcraben 5ßotenjen t)on x mit abwec^felnben 
SSorjeid^en fortfd^reitet. 

50. (S^ foK bieKe^e für bieerponenttolfunltion e^ entttideüioerbeiu 

(©tc^e Slbft^nitt 8, ö(ci(^unfl 23.) 

©gfei: 

22) y = f(x)=e^ 
SBir bilben bie Differentialquotienten: 

23) f(x) = e'^ 
f (x) = e^ 
f"(x) = e^ 

u. f. w. 

©efeen n)ir ^ier aud^ x = SRuH, bann folgt für alle 
S)tfferentiaIquotienten : 

24) fn(o) = e<>=l. 

©efeen tt)ir bie SBerte in ©leid^ung 13) ein, fo folgt: 

25) e''=i+x+|-;+|-;+....+5^. 
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SBtrb in 25) X = 1 , \o txfj'dii man bcn ung 6cfatinten 
SfuSbrud: 

^"^■^"1"^ ' 2""T"2T3 ' 27374"! •" 1.2...n 

= 2.71828 

5L e^ fott bte SRet^e für bie @^onentiaIfitnItion a"" tnMdtU »erben. 

(©tc^e Stbfc^nltt 9, ©leic^ung 26.) 

es fei: 

26) y = f(x)=:a^ 
®te ©ifferenttalquotietiteti : 

27) f'(x) = a^.la 
r(x) = a^(la)2 
r(x) = a^(la)3 

u. f. tu. 
P(x) = a^(la)^ 

9fuc^ l^ier fefeen tütr für x 5WuII, bonti ergtebt ftd^ : 

28) f(0)=l 
f'(0) = la 
r(0) = (la)2 

r(0) = (la)3 

u. f. tP. 
P(0) = (la)^ 
©e^cn tDir in (Sleid^ung 13) ein, bann ift: 

29) a'^ = 1 -}- X . la 

• 2! •" 3! ' I" n! 
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52. 3üt bie ^unmn 1(1 + x) fo« eine «ei^e entioUeU toerbtn. 

(Sie^e ?rbf(^nitt 23.) 

egfei: 
30) y = f(x) = l(l4.x). 

2)ie 2)tffercntiaIquotieHten : 

f"«=^=-(l+^)-^ 

f"'(x) = 1.2(l+x)-3 
f""(x) = _1.2.3(l+x)-* 

u. f. w. 
f"(x) = — l.(n-l)!(l+x)-». 
©e^en toit für x, wie in beit öortgen SäHen, Shiü. 



3)ann 


ttttb: 






31) 


f(0) = 
f'(0) = l 
f"(0) = -l 
f'"(0) = 1.2 








f""(0) = — 1.2. 


3 






n. \. ». 








f-(0) = (-l).(i 


.-1)! 




(Somit in ®Iei(^ung 13) eingefügt 


ergiefit bie 


(Slcid^ung: 


32) 


l(l+x) = x-4 + ^- 


4+- 


•••±^- 



SBtrb j.SB. x= 1, bonn gel^tbicSReil^einbenSruSbrudEuber: 

33) i.2=i-i+i-K---±r 

SSergletd^c l^ierju Stbfd^nitt 9. 
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9?td^t immer ftnb bie Sftet^enenttoidclutigen 
mit ^ilfc ber ffliac^^ßaurinfcl^en JRei^c jtüed* 
mäfeig, toeil bic Silbung ber ^ö^eren ©ifferentiat* 
quotienten oft fel^r umftänblic^ lüirb. aKanBebient 
fic^ bann anberer ERetl^oben. ®er folgenbe 8l6fd^nitt 
giebt hierfür ein Seifpiel. 

53. ^ie f^unlHoti: are sin x fott in eine Wei^e enimtifelt n^erben. 

S)a§ bic Ausführung mit ber 3Rac:=Saurinfc^en ateil^e 
fel^r umftänblid^ »erben mügte, erfiel^t man leidet, benn 
fd^on ber erfte ©ifferentialquotient unferergunitionergiebt: 

, • S)ie ©ntmidfelung erfolgt bal^er Beffer in f olgcnber 

Vi — x' 

SBeife. ©Sfci: 

34) y = arc8inx 

SRan beutet h)ie in 3t6f(]^nitt 6 unb 44 bie @nth)idelung 
junäc^ft an : 

35) arc sin x. 

=A+Bx+Cx2+Dx3+Ex*+Fx5-|-Gx«+Hx7-f... 

9?e^men n)ir nun red^tS unbIinföbcn2)ifferentialquotienten 
öon 35): 

=B+2Cx+3Dx«+4Ex»+5Fx*+6Gx«+7Hx«4- — 

Sntwidelt man bie Iin!e ©eite bon 36) nad^ bem S3inomtf^en 
Se^rfa^e, bonn ergiebt ft^ bie Sorm : 

37) (1 — x«)-V. 

Slug ben ©leic^ungen 36) unb 37) folgt nun wiebetunt: 

38) B + 2Cx+3Dx«+4Ex8+5Fx*+6Gx54-7Hx«-f- 
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S»etter lell. J)te Dlffereiitialrctlming. 



Unb l^tcrauS, ba bic ^oefftjicnten glcid^cr 5potctijcn bon x 
übercttiftimmcn : a = 

B=l 
C = 

E=0 

2.4.5 
G=0 



U. f. tD. 



3)tefe SBertc ctttgefe^t 
in bic®Ieid^ung35): 



39) 



arc am X = X - 



1.x« 



1.3x^ 



2.3 



2.4 



K + 



54. ^ie 9le^e fär wc tang x. 

3n berfelben SGSeife \mt inSlbfd^nitt 53 fann biefe Steige 
erl^alten iperbeti. 2)er Sefer möge feine Gräfte an biefer 
Slufgabc prüfen. 2)te Söfung fü^rt bann ju bem StnSbrudf: 

X« x^ x^ 

40) arc tang x = x — Y + '5 yH *• 

S)tefe ©leid^ung lann öermenbet totxbtn, um 
ben SGSert öon n ju ermitteln. 3Kan bebenfe, bn§ 

tang — = tang 45°=1 ift. ©e^tman nun x= 1 , bann ergicbt 
fic^: arc tang ! = —• S)ann erhält man ben 2fu§bruc!: 

®tefe Slei^e nennt man bie Setbnijfd^e Sieil^c; man 
fann mit i^rer $Ufe ben SGSert üon n ermitteln. 

Un§ genügt e§ gezeigt 5U ^aben, tt)ie9tei^enentn)icfelungen 
mittels ber J)ifferentialre(^nung auSäufül^ren finb. @§ ergiebt 
fid^, tt)ie fe^r öiel einfad^er biefe neuen SRetl^oben finb, al» 
biejenigen, bie mir im 2. Sapitel öorfütjrten. SBir ttjollen 
nun in einer 2^abeIIe bie mld^tigften Steigen jufammenftellcn. 
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82 Stvcltet Ztii, Xie 2)ifferenttalTed)nung. 

nd^its Kapitel. 

55. erSiintng* 

(£S fommt l^äufig bor, bog ctnc gunftion für einen 
Beftimmten SBert ber SSeränberltc^en ju etnem unbe= 
ftimmten StuSbrud fü^rt. S)er ®runb hierfür liegt, tpic 
leidet elnjufcl^en ift, nur in ber gorm bc8 betreff enben 
StuSbrucfei^. gormen folc^er Slrt finb : 

SBir tDoöen boS junäc^ft an einem SBeifpiel ouScinanber- 
fe^en. ®ege6en fei bic gunftion : 

^^ y~4(x— 2)' 

©efcen toir in biefen 3tu8brucf x = 2, bann tnirb er: 

_ 4 — 4 _ 

^""4(2 — 2)~0' 

2)0^ bie gunition 1) t^otfäd^Iid^ auc^ für x = 2 einen 
beftimmten SBert ^at, lonn mon fe^r leicht jeigen, inbem 
man fie burc^ S)it)ifion umformt, tnoburd^ il^r SBert, mie in 
ben (Elementen fc^on gelehrt, nic^t öerönbert wirb. — ®§ 
iftnämlic^: 

x^-4 ^ (x+2)(x-2) ^x + 2 
^J y 4(x — 2) 4(x — 2) 4 

©e^t man nvLn x = 2, fo ift : 

o^ 2 + 24, 

J)urci^ bie S)ifferenttalrec^nung lonn mon in fold^en 
göKen leichter jum 3^^ gelongen. 
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56. leefttmmitng M itn^eftimmteit Serte^ — 

f (x) 
S)ie gebrod^enc gunitton — V4- ergebe für x = xo bcn 

unbefttmmten Slugbruc! 5. ^^ ^^^ ^^^^^^ ^^^^ ^^^^ j^^^ 

©ifferentialred^nung ju ermitteln, fej^e man in S&i)Ux unb 
S^enner bc§ 53rud^e§ für x ben2lu§brudf : xo +h unb enttt)tdHe 
gä^Ier unb SRennerjefür ftc^ nad^ bem Xcitjilox\(i)tn ©a^e. ?lIfo : 

f(xo+ii) _ f(x,)+f(xo)h+v, r(xo)h^+... 

3)a§ erfte (SUeb ber recfiten (Seite: -^ ift ber SWuH 
gleid^, fann alfo fortgelaffen werben. @§ ge^t bann 4) über in: 

. f(xo+h) _ r(xo)h + V. f"(xo)h^+... 

^^ ^(Xo+li)| — 9.'(Xo)li+V,(p"(Xo)h^+... 

3)iöibieren mir S^^^x unb 9?enner burd^ h, fo ift: 

, f(Xo+h) __ f^(Xo) + V. f"(Xo)h + -- 

^*^ <p(x,+h)-9.'(Xo)+V,^"(Xo)h+... 

9?ä]§ert fid^ jefet h ber ®renje SRuK, mirb alfo h = 0, 
f erhalten tt)ir ben 8tu§bruct : 

ß^ f(Xo)_ r(Xo) 

^^ ^'(Xo) 9^'(Xo)" 

S)er gunftiongbruc^ ift alfo bem Sruc^ ber Differential 
quotienten gleic^. — S)aS ergießt bie Siegel: 

SBenn eine geBrod^ene gunftion für einen 
beftimmten SBert t)on x auf ben unbeftimmten 3lu§s: 
brudt ö" fül^rt, fo bifferentiiert man je für fid^ ben 
Qä^Ux unb ben 3?enner. 

SGSenben mir bie Siegel auf unfer erftcS Seifpiel an : 

e^tDar: y = -^=^y 

es ift bann: £ = ¥* 

9Hfofürx=2: ^=1. 
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84 Sneitet XeU. Die Differentialred^nung. 

93eifpiel 2. ©eßeBcn fei her 9tu8brucf : 
sinx 

S)icfcr tütrb für x = : 

sinO 0^ 

y~ ""Ö"' 

®tffcrcntttcrcn »ir SüLf^Uv unb 9?enncr je für fid^ : 

d . (sin x) cos X 

d.(4x) ~~i 

2)ann erl^alten ipir: 

cos 1 

57. ißeftimmuitg M uttbtftimmtett föerte^ ^• 
©g ift letd^t, ben 9tu8brucf auf bic Sorm -^ jurücf jufü^rcn. 

SSäirb f(xi) = oo unb 9?(xi) = «), bann ift nad^ ben 
®efefeen ber SlIgcBra aud^ : 

jT— r = — = unb — 7-T = — = 0. 
f(x,) oo q>{x,) oo 

®er StuSbrucf : iW — ^ 



9?(x,) oo 

ge^t bann ü6er in : 
1 

S)er SluSbrudE fann atfo tt)ie in 56 Bc^anbelt tocrben. 
Steinten tt)ir hierfür ein Seifpiel. S)er ?[u8brucf : 

tangSx 

^ tangx 



tüirb fürx = 90° 



_ tajig.3(90°) __oo^ 
y tang90° cx)' 
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S)tfferentttercn tt)tr ßö^Icr unb SRenner, bannetötefitfid^: 



3 



d (tang 3 x) cos* 3 x 3 cos'x 

d(tangx) 1 co8*3x 

cos*x 

©e^cn tt)tr aud^ l^ter x = 90°, bann n)trb : 
3cosV^''_ 0^ 

cos»3.90^~" O' 

SBir crl^alten bon neuem eine un6efttntmte gorm. SBtr 
lüerben ba^er nod^ einmal ben StuSbrudE bifferentlieren: 

d (3 cos* x) — 6 . cos X . sin X 

d(cos*.3x) — 6 . cos 3x . sin 3x 

8in2x 



sin 6x 



sin 2. 90^ _ sin 180° 0^ 

sin 6. 90° sin540°~~ 

ergiefit ben unfieftimmten SBert. ®nblic^ burd^ erneutet 
®ifferentiieren : 

d . (sin 2x) 2 . cos 2 x 

d . (sin 6x) 6 . cos 6 x 

öiebtfürx = 90°: 

— 2.1 _ 2 _ 1 

— 6.1"" 6 "~ 3* 

S)a8 93eifpiel te^rt alfo jugteid^, ba§ man in 
einem fold^en galle, mo bag S)ifferentiieren 
tt)ieberum auf ben unbeftimmten S23ert füljrt, man 
mit ber S)ifferentiierung fortfal^ren mu^. 
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58. Sie anberen unbefümmten ^uSbt&ät laffen ftd^ auf Ute 
be^attbeUen ftet^ anrttdtfi^rem 

esfet j. 93.: y=-^ ri-. 

' *' -^ x' sinx 

3)tefer HuSbrucI iDirb für x = jum SüuSbrutf: 

1 1 

y = — : = OO OO • 
sinO • 

S)te Umformunß auf eine 6cfannte gorm ö^ßnotf tnbem 
man btc redete Seite auf einen 3?enncr Bringt. SÖfo : 

B-8 



sinx — x" 



x'.sinx 
©e^en mir nun x = 0, fo erßiebt pd^: 



sin — 
y 








S)en mirflid^en SBert 
SRet^obe ermitteln. 


mag ber Sefer 


nad^ 


ber 


crften 


59. 


. mpltit. 








1) gürx = iPirb: 










y = 


sin'x 
X 









SBie ^ei^t ber ma^re SBert? ®r ift = 2. 
2) gür X = mtrb : 







^ sinx 

SSie Reifet ber njirffid^e SSert ? ©r ift = 2. 
3) gür x = 1 tüirb : 

X 1 

^ X— 1 Ix 

SBie Reifet ber »irltid^e SBert? ©r ift = % 
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4) 8für X = oo tüirb : 

y = X* = oo^. 

SBte Reifet her tüirfüc^e SBert? 9Kan nimmt ^tcr bert 
Sogaritl^muS unb fd^relBt: — • Ix = ly. 

S)iefen Süugbrucf bifferenlüert man : 
aKan erhält enbltd^ ben SSScrt = 1. 



Hcuntcs Kapitel. 

^0m Maximum ntib ISSinimnm bei; ^nnßfiotieii. 

60. iMMwtn^tvu 

Sm 9l6fd^nitt 16 ]^a6en tt)tr bereite auSeinanberßefefet, 
ba§ man au§ bem erftcn S)ifferenttaIquotientcn einer gunftion 
erfennen lann, 06 t^r 93ilb, alfo j. S3. bie Suröe, bie fie bar^ 
fteHt, fteigt ober faßt gegen bie 9l6fctffenad^fe. äBir erlannten, 
ba§ bie Surbe mäd^ft, toenn ber erfte Sifferential^^ 
quotient pofitib ift, baß fie fällt, tpenn ber erfte 
S)ifferentiaIquotient negatib ift. SBir moKen l^ieran 
meitere geometrifd^e Unterfud^ungen über bie gunftionen 
unb i^re Silber aninfipfen. 

6t fteuttseid^ett für ha^ Wla^mnm unb aRtnimttm einer ftnrtie. 

@§ fei eine gunf tion : 

1) y = fW 

gegeben unb mir beulen fie un§ gejeid^net in gig. 5 (@. 88). 
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Bttettcr Seil. Die Diffcrcnttaltcd^imitß. 



e§ f^at f)xex ba§ Silb ber gunftion, bic Sinte MN, m 
A il^rcn l^öd^ften 5ßunft, olfo il^r SRajtmum, unb in 
B tl^rctt niebrtgften 5ßunft ober il^r SRintmum. ©ine 
Qttbcrc Art bei^ aKayimumö jeiöt au^erbem ber 5ßunft E. — 
®er 5ßunft A ber Äurbc tft baburd^ auSgejcld^net, tüeil alle 
unmtttelBar borl^ergel^cnben unb atte unmittelBor fotgenben 
Drbtnaten (y) ber Äurbe Heiner finb qI§ bie Drbinate A C 
beg 5Punfte§ A. 3)ie Drbtnaten mad^fen alfo 6i8 ju A 
unb falten bann, gm ©egenfa^ ^ierju finb alle öorl^er^ 
gel^enben unb aKe folgenben Drbinaten ber ffuröe größer 



Y 


A 


) . 


E 

i 






r 

M 


1 






y 


\ 


V.j^ 


k 






55 




^^ 


o 


. * i 


V 


^1 


? i 


r 





Siß. 5. 

atö bie Orbinate be§ ^ßunfteS B, bie in ber gigur mit B D (y,) 
Bejeid^net ift. S)ie Suröc lülrb alfo bei B juerft 
fallen unb bann mad^fen. — gür einen $ßunlt, in bem 
ein SRayimum ober SRinimum eintritt, fpielen nun bie erfien 
S)ifferentiaIquotienten ber gunftion eine BebeutungSöotle 
9?oIIe. Sft er pofitib, bann fteigt ba§ 83ilb ber gunftion, 
ift er negatiö, bann faßt e§. 3)a nun beim äßajimum 
erft ein Steigen, bann ein gallen, beim SKinimum erft 
ein galten unb bann ein Steigen ber Suröc eintritt, fo 
muß in ben betreffenben $ßun!ten ein Übergang 
Dom 5ßofitit)en jum Stegatiuen ober umgefel^rt, 
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furj ein gctd^cntDcd^fcI eintreten. — S)a3 ^oftttDe 
unb ha§ 9{egatit>e finb bnrc^ bie %u{( ober burc^ 
ha^ Unenblid^e bon einonber gefc^teben. ginbet 
ba^er in einer f$unftion ober in i^rent Silbe on 
einer ©teile ein SRo^imum ober SRinimum ftatt, fo 
mug ber erfte 2)ifferentiQlquotient ber gunftion 
on biefer ©teile 8?nU ober llnenblic^ »erben. 

gür biete SluSeinonberfetungen giefit unS bie gigur 5 
eine gute Snfd^Quung. ®§ ift, »ie tt)ir jeigten, ber erfte 
S)ifferentiaIquotient gleic^ ber trigonometrifc^en longente 
be§ SSäinfetö, ben bie langente in bem beftimmten fünfte 
mit ber 5lbjciffenacl^fe mai)t — 3n unferer gigur lauft 
bie 2:angente in A unb B mit ber äbfciffenad^fe parallel, 
ber SBinlel ift alfo gleid^ 5Rutt unb bie trigonometrijc^e 
Sangente bal^er ouc^ gteic^ 3?uII. 3n E fte^t bie 2:angente 
fenlred^t auf ber Slbjciffe, ber Säinfel ift gleid^ 90^ unb bie 
trigonometrifd^e Jangente fomit gleid^ unenblid^. 

Um nun feftjufteHen, ob in einem 5ßunfte einer fiurüe 
(gunltion), für ben ber erfte SDifferentialquotient SRuU ift 
(mir tüoKen un§ juerft mit biefem gall befc^äftigen) , ein 
äRajimum ober ein SDiinimum eintritt, mu§ unterfuc^t 
njcrben, ob bie Äurbe im weiteren gortfd^reiten fällt ober 
fteigt. S3ei einem SRajimum mu§ bie gunftion in 
ber golge fallen, für ein SWinimum load^fen. S)a]^er 
merben bie jmeiten S)ifferentialquotienten ^ier ent= 
jc^ciben! gft er negatib, bann l^at bie Äurüe in bem 
betreffenben ?ßunfte ein SRoyimum, ift er pofitiu 
ein SDiinimum. 

62« @(^ema fiir hit Unterfn^ung einer gfunftton na(^ bem 
9Ra|imum ober äRtnimum. 

®S fei eine gunftion f (x) gegeben, gür ben SBert x ^ a 
toirb ber erfte S)ifferentialquotient : f ' (a) = 0. 

2ft bann : 
f"(a) negatiü, bann ift an biefer ©teile ein Sßajimum, 
f"(a) pofitiü, bann ift an biefer ©teile ein SWinimum. 
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Um ein 9Kayimum ober 9Kinimum öon einer gunition 
lüirflid^ ju Beftimmen, fcfet man bo^er ben erftcn 
S)tfferentiaIquotienten gleid^ 9lnll nnb Bcftimmt 
bcnSBertöonx. liefen SBertfefet man in ben jmeiten 
S)iffcrentiQlquotienten;tt)irbba§9lefuItatnegatit), 
bann ^at bie gunition für biefen SBert ein 9Kaji^ 
mum, mirb ba§ Slefultat })ojitiü, ein SKinimum. 

3)aS foll junäd^ft an einem Seifpiel auSfül^rlid^ illuftriert 
merben. ®S fei eine gunftion : 

y = x3 + 6x2 — 15x 
ßegefien. 

S23ir moKen unterfud^en, ob fie ein SRajimum ober 
SRinimum beftfet, unb ermitteln, wo e§ fid^ befinbet. — 
Stemmen tt)ir ben erften 3)ifferentiaIquotienten : 

^ = 3x2+12x— 15. 

SBir fe^en i^n ber SiuK Qltici) unb beftimmen an^ ber 
quabratifd^en ©leid^ung bie SBerte bon x. 9tlfo : 

3x2+12x— 15 = 
x2 + 4x — 5 = 0. 

x = — 2+^4 + 5 = — 2 + ^9^ 
x = -2±3=j+;. 
Silben n)ir ben gleiten S)ifferentiaIquoticntcn: 
5^ = 6x+12. 

©efeen toir nad^ einanber bie beiben SSäurjelmerte ein : 
6.1 + 12 = +18 
6. — 5 + 12 = — 18. 

gür x=18 erholt man alfo ba§ Slßintmum unb für 
^ = — 18 ba§ SKajimum ber gunftion refp. beS SilbeS, 
ba§ fie barftettt. 
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Sunöd^ft iDottcn rotr nun an einer größeren «nja^I 
\)on 93eifpielen bem £efer Gelegenheit geBen, btefe SRet^obe 
etnjuüben. 

63. ÜKfgateit« 

1) Son einem S)reiedt feien j»ei ©eiten unb ber ein* 
gcfd^Ioffcne SBinfel gegeben. SBic grofe muß ber SBinfel fein, 
bamit ber gtäd^enin^alt 
be§ X)reie(I§ ein äRa^mum 
njirb ? ©ie^c gigur 6. 

Sofung. 3n ber Sri* 
gonometrie wirb gejeigt, 
ba% man ben ^n^alt einei^ 
®retedE8 burd^ bie gormel: 

F=V2ab.ßinx ^ ; 

auSbrüdenfann. ^'' 

©t^terten mit ber Sequemltd^Iett l^attet: 
y=2F = ab.8inx. 




*ly — .h 



cosx. 



estftnun: 
Sllfo tüirb: 

abco8x=0; co8x = unb ^=2' 
®cr jtoeite 3)ifferenttaIquotient ergiefit: 
T^= — ab. Bin X. 

®aBin|=l ift, tt)trb: 

— ab . Bin X = — ab. 

S)ag S)reie(f roirb alf ein fold^eg mit maximalem Sn^alt, 
menn ber eingefd^Ioffcne SBinfel ein rechter ift. 

2) S3on einem SRcd^ted mit bem beftimmten ^n^alt I fott 
bie ©runblinte unb bie ^ö^e ermittelt tüerben, bie ber:» 
anlaffen, baß ber Umfang U ein Sßinimum tt)erbe. 
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du 

dx 



92 ß»elter Zetl. 5>tc 5)lfferenttalrcdönung. 

Söfung. SSejetd^nen mir bie ©runblinie mit x, bann 
mu§ bic ^öl^c burd^ - auggebrütft Ujerben, benn c§ ift: 

ber Snl^olt beg Sted^tedfS. 

SBir crl^atten nun bie gormel für bcn Umfong burd& bic 
Sormel : 

ü = 2x + 24=2(x + i)- 

®8 mirb bann : 

9lu§: 1 — i = ergiebtftd^: 

x2 = I unb x = l^. 

(£§ folgt ^ieraug, bag Don alten Sled^tecfen 
öon bemfelBen ^n^altc baS Ouabrat ben fteinften 
Umfang l^at. 

3) 2Sie l^ei^t ba§ SWa jimum ober HRinimum ber gunftion : 

y = x2-f-ax-f-b. 
ßöf ung. SBir nel^men ben erften ®ifferentiaIquotienten: 

d-^ = 2x + a. 

aifo: 2x + a=0; x=— |- 

S)et jmeite S)ijferentta(quottent ift : 

S)te gunition ^at alfo ein SRinimum. 

4) gn ein S)reiecf mit ber ©runblinie a unb ber ^ö^e h 
foff fo ein SRec^tecf gejeid^net merben, bag auf ber ®runb=' 
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linic a ru^t, baß fein glöd&cninl^alt ein SRojrtmum tocrbc. 
{©icl^e gißur 7.) 

Söfung. S)ic $ö§c bc« fraglid^en ated^tcdö fei gleid^ x. 
Dann lonn man bie ^ö^c bcS Heincn »rciedt« ADE mit 




h — X bcjeid^ncn. HRtt ^tlfe cincS 6cfannten ©a^cS au§ ber 
^roportton^Icl^re ergicbt fid^ bann : 

h:(h — x) = a:DE; 



alfo: 



S)er gn^^alt beSSfted^tedtS lann alfo bejetd^nct Serben burd^ : 

a 



®a]^er: 
unb: 



I = :^x(h-x) = ^(hx-x2). 
dl 



dx 



= h — 2x, 



h — 2x = 0; x = ^- 



Silben tt)ir ben jtoetten ©ifferentiolquotienten : 

^--2 
dx«— ^' 

es giebt alfo ein foId^eS EKayimum, tt)ie ber jmeite 
©iffcrentialquotient erttjeift. 
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ß»eltet Seit. 3)lc 2)lffcrcnt!alre(l5min0. 



5) S" eine Äugcl foll ein fold^er ffcgcl ctngefd^ricBcn 
»erben, baß fein SRantetin^alt ein SKajimum »erbe. 

Söfung. SRennen tt)ir (fie^c gig. 8) ben S^egelrobiuS r, 
ben 9iabiu§ an ber SofiS beiS ftegete y, bie ©ö^e bcg 




m- 8. 

Segefö x unb feine Seitenlinie s, bann tüirb bie SKantel* 

flä^ebeS^egetö: 

M = y.B.7r. 

9Iu§ ber Stereometrie erl^olten mir bann bie SSebingnngen : 
y2 = x(2r — x) 
unb: 8^==2rx. 

(£§ ttJirb bol^er : 

M2 = 2rx2(2r — x)jr2. 

®er ©Infad^l^eit megen fönnen mir fd^reiben : 

Y = x2(2r — x) = 2rx2 — x^ 

dY 
unb e§ mirb : -3— = 4:rx — Sx^, 

d'Y 



e§ift meiter: 



^, = 4r-6x. 
4rx — 3x2=0 
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ober: 



3x» — 4rx=0 



x^ — -rx=0 






3'^3 



h; 



©cfecn iDtr biefc SScrte in bcn jtodtcn SiffcrcnttoU 

4 

quotienten ein, bann erl^attcn mir für x = g- r ein SRojimum. 

6) ®8 fei ein redetet SBinIcI gegeBen. ßtoifc^en feinen 
©d^cnleln foH burc^ einen 5ßunft A bie fürjefte Sinie 
gebogen tuerben. (Sielte 
Stgur 9.) 

Söfung. SSejeici^nen 
mir fte mit BC. — S)ie 
^oorbinaten be§ frag:= 
liefen 5ßunfteS feien : 
DE = a unb AE = b. 
®e^cn mir außerbem 
DC = x unb BD = y. 
aSäir erl^olten nunmehr 
bie Proportion : 

y : X = b . (x — a) 
unb hieraus ergieBt ftd^ : 




y = 



S^ann ift aber : B C = x* -f" 



bx 
X — a 



(x-ar 
9?e^men mir ben erften S)ifferentiaIquotienten : 



d(BC^) _ 



dx 



2x' 



(X — a)^2b'x — b"x^2(x — a ) 

(x-a)* 
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@e^t man : 

o , (x-a)',2b»x-~b«xV2(x- a)_ ^ 

bann crgicbt fic^ : 

x = a+|/ab« = DC. 
S)anttt ift bic Saßc bcr Slnie BC beftimmt. 

64 Sie Unttrftn^tttig ht9 aRaiintttnt^ unb aRintnmm^ Hon serüffieit. 

S)ie SWajimum^ unb HRinimumunterfud^ungcn laffcn fid^ 
juioettcn mcfentlid^ bcrctnfoc^cn. Unbequem tt)trb jum ©cifpiel 
bte 9icd^nung, tt)enn bcr erftc Dtfferentiatquotient ein iBru(^ 
ift. ®§fciatfo: 

^y ^. »*^«« vt,^^>. . d*y_ vdu— udv 

T-- = — ; oannlütro: t— » = > • 

dx v' dx' v* 

SBie tt)tr unS erinnern, mußbcrerfteSDiffcrcntialquotient 

glcid^ 3l\iU jcin. S)er SSrud^ -^ ift aber S«uII, toenn u ber 

9?uII gleid^ toirb. SDal^er mu§ aud^ in 

d'y vdu — udv 

d?~" ^ 

ber jmeite leit bc^ Q&^ltx^ SRuII fein, alfo udv= unb 
egmirb: g-^ = ^^_ — . 

Stemmen mir l^ierju ein S3eifpiel ®S fei : 

X 

dy_(x« + l) — x.2x_ 1 — X» 



olfo: 



dx- (x'+l)» — (x' + l)» 
d'y du — 2x 
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d'y 2 1 

enblid^: d^«^ ""I'^~'2 * ^Kajtmum. 

5^2 = j = +2-: 9Ktntmum. 
65. Sa^ a^a^irnttm uttb äRinimttm folt^er gfttnlttonen/ für bie 

SSir l^aBen 6t§^er bte}enigeu gäöc Betrachtet, in benen 
ber erfte ©ifferentiolquottent SRuH tüurbe, unb bei benen in 
bem betrcffenben 5ßun!tc bie S^angente ber Slbfciffenad^fe 
parallel lief. Seltener fommt eS t)or, ba§ ber erfte 
S)ifferentiaIquotient unenblid^ tt)irb. SSic in 916^ 
fd^nitt 61 auSeinanbergefe^t iDurbe, fte^t in bem gaUe bie 
S;angente fenfred^t auf ber Stbfciffenad^fe. 3)iefe Unter= 
fud^ungen finb öiel weitläufiger. S)ie allgemeine 9?egel, bie 
bann eingefd^Iagen werben niu§ unb bie für jeben gatt gilt, 
ift bie nad^folgenbe. 

S)ie gunftion Wirb bifferentiiert unb ber SB er t ermittelt, 
für ben f ' (x) = ober f (x) = oo wirb. ®r fei gleid^ a. 
3?e^memannunbennäd^ftt)or^erge^enbenunbbennäd^ft 
folgenben SBert bie j er Differentialquotienten, alfo 
f (a — h) unb f ' (a + h). S)iefe äugbrüdfe muffen entgegen^ 
gefegte Sorjeid^en l^aben, baß ein SRajimum ober Sßinimum 
eintreten fann. Sft "wn : 

1) f (a — h) pofitiö unb | bann finbet ein 
f'(a + h) negatit), j SKojirnttm ftatt. 

Sft ober: 

2) f (a — h) negatiü unb j bann finbet ein 
f (a+h) pofitit), j SWinitimm ftatt. 



©cnbt, Diffcrcnttal» unb Sntegralrcc^nung. 



dbyGoogk 



98 



Btoeiter Ztil. X)ie 3)ifferentia(re(l^nun9. 



gcl^ntcs Kapitel. 

^011 hcn S:ait0eiiieii, Formaten, ^nhtan^enten 
nnh §ninotmaten hex <^itttieit. 

66. Stüärungem 

®§ fei eine Suröe gegeben (gig/ 10), bie bcr ©Ictd^ung: 

1) y = f(x) 

entfprid^t. 

Stuf ber ffuröe nel^men ttJtr einen $ßunlt P an, bcr bie 
^oorbinatcn x unb y ^at ^n P jie^e man bie Sangente, 
meldte bie 2tbjciffenad^fe in R fd^neibet unb mit i^r ben 
SBinfel a bilbet. SBir bejei^nen nun bie ©tretfe PK aU 




male 



Stg. 10. 



bie Tangente = T; bie im 5Punfte P auf bcr Tangente 
fenfred^te Sinie PS al§ bie 91(>nnale = N ber Surbc. 
(gobann nennt man bie ^rojeftion ber Songente auf bie 
x=9ld^fe, alfü bie ©tredfe RQ, bie SuBtangente = St unb 
bie ^ßrojeftion ber 9?ormoIe auf bie x^Slc^fe, alfo bie ©trcdfe 
Q8, bie SuJlwrmale = Sn ber Äurue. 
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67^ ^otmtitt für bte Tangente zu 

®§ f ollen nunmehr bteentfpred^enbenStfferentialauSbrüdEe 
für T, N, St unb Sn gefunben loerben. Unmtttetbar au§ 

PQ 
ber gigur (ftel^e gtg. 10) erficht man, bog g^ = tang a tft. 

S)a nun ber erfte ©tfferenttalquottent einer gunftton ber 
trigonomctrifd^cn S^angentc entfprtd^t, fo fann man ani} 
f d^retben : 
o^ ^y PQ , 

3lu§ ber gtgnr ergtebt fid^ augerbem : 

«^ dy QS , 

SS3tr crl^alten au§ 3) : 

4) QS = PQtanga 
unb, ba PQ = y tft: 

5) QS = ©uBnormalc = y . ^ = Sn. 

Sn ä^nUd^er SBetfe au§ ®Ieic^ung 2) : 

dx 

SKtt Setd^ttglett finb au§ ben betben red^ttotnltigen ®reU 
edEen PQR unb PQS aud^ bte gormein für bie Tangente 
unb bte SRormale ju ermitteln. 3?ac^ bem ^ß^tl^agorätfd^en 
Sc^rf a|e tft : 

pr^=pq^+qrI 

gügen mir nun bie ermittelten SBerte in bie redete ©eite 
ein, bann lüirb: 

?R' = y'' + y^(g)' 
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7) PR = Xantntt = y ]/ 1 + (^) = T. 
3n bcr glcid^cn SBcifc erhält man : 

ober: =y^+(y^) =7^ (l +['"!]> ^^^o: 

8) PS = 5WonnaIc = y )/ 1 + (^)'= N. 

68. Umfonmtttg triefet Sformeln. 

®te ©tffercnttalauSbrüdfc für btc XanQtntt unb bic 
Siormalc lönncn nod^ in anbcrcr gorm gcfd^ricben ttjcrben, 
in ber fie juiüeilcn bequemer finb. @§ fei lüieberum eine 
Suröc gejeid^net, bie ber gunltion : 

1) y = f(x) entfpri^t. 

SBir benf en unS auf ber Suröe (fie!^e gig. 3 ©eite 30) ätüet 
fel^r nal^c 5ßunfte gcjeic^nct, bie mir mit P unb P, bejeid^nen 
ttjotten. — P ^aie bie Soorbinaten x unb y unb P, bic 
Soorbinaten (x -j- A ^c) unb (y + A y)« Scjeid^nen toir bie 
Seltne PP, mit A s- 'S)arm ift nac^ bem ^ß^t^agoraS : 

9) AB2 = Ax2+Ay'. 

Sommt ber 5ßunft P, bem 5ßunft P unenblid^ na^e, bann 
ge^t bie ©e^ne A » ^" d» ii^er unb föKt mit bem ^röen=: 
ftnd PP, jufammen unb A^ unb Ay loerben ju dx unb 
dy. ®a!^er: 

10) dB2 = dx24-dy2. 

SBenn ttjir ben2lu§brudE 10) burd^ dx^ unb fobonn burd^ 
dy2 biöibieren, bann erhalten tt)ir jmei neue Sejiel^ungcn, 
^k für bie 3?eua6Ieitung bebeutungSöott finb. 9Hfo : 

Digitized by VjOOQIC 



3ei§nte0 Stapitü. Sott hm Sangenten, Slormalen 2c, bet Aurtien. 101 

©e^cn lütr btefc SBcjeid^nungcn in bie ©Irid^ungcn 7) 
unb 8) ein, bann ermatten toix bie neuen Tangenten* 
unb Slormatenformeln: 

13) T=2;anoente = y^ unb 

ds 

14) N = giormaIc=y5j- 

69. 2)te T, N, Sn ttnb St an bet ^atahtL 

3ur ©rläuterung beg öorl^crge^enbcn Slbfd^nittcS toollen 
mir junöd^ft bie ©röfeen T, N, Sn, St für bie 5ßara6d 
ableiten. 3« ber anal^ttfd^en ®eometrie toirb gejeigt, ba§ 
bie ©leid^ung ber 5ßora6eI bie gorm ^at: 

15) y2 = 2px. 
S)ifferentiieren toir: 

2y dy = 2pdx 
unb bilben ©ifferentialquotienten : 
1«^ dy_2p_p 

liefen SBert fefcen mir in gormel 11) unb 12) ein. 2Hfo: 
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(t)'='+(if)='+(f)* 



p, ®a^cr: 



ds 



18) l7=iV+y^- 

SBerbcn bie 2lu§brüctc 1 7) unb 18) enbltd^ in btc gortneln 
für T, N, Sn unb St eingefügt, bann ergeben ftd^ bie 
geiDÜnfd^ten gormein für bie 5ßara6el: 

19) T = y^ = J.|^q:^ 

20) N = y^ = )^^HT*. 

21) st = y^ = ^ = H£^ = 2x. 

22) 8n = yg = ^ = p. 

(£g ergeben ftd^ au§ 21) unb 22) bie intercffanten geo* 
ntetrifd^cn ©ö^e: 

1) S)ic ©ubnormale einer ?ßara6el ift immer lonftant 
unb jlüar gleid^ bem ?ßarameter. 

2) ®te ©ubtangente einer 5ßarabel ift gleid^ bem 
boppelten SfbfciffenftüdEe. 

70. i^ie anal^tift^en $lit^brii(fe für Tangente unb 9totmale. 

SSir njoHen nunmel^r nod^ bie anal^tifc^en 9tuSbrüdEe 
mittetö ber Mtt^oht ber anal^tifd^en ©eometrie l^erleiten. 
SSetrad^ten mir ju bem Q^edt bie gigur 10 (Seite 98). ®ie 
ottgemeine ©leid^ung einer ifangente ift: 

23) y, = ax,4-m, 

lüenn j, unb x, bie laufenben Soorbinaten finb. gür bie 
Sangente im Serül^rungSpunlte P finb bie Soorbinaten x 
unb y. 2lIfo ttjirb !^ier: 

24) y = ax-|-m. 
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S)tffcrcntiicren totr ben 2lu§brudE 24). 

25) dy = a.dx; unb ■g^ = a- 

SBir erlennen au§ 25), bag ber Soeffijient a öon x, bte 
trtgonometrtfd^e Jangente beS SBtnIefö ift, ben bie Sangente 
mit ber 2lbfctffe mad^t. 

Subtrahieren ttjtr 24) öon 23) unb fefeen ben SBert öon a 
ein, bonn erhalten toxi bie @Ici(|uno btx Xm%mtt: 

26) y, — y = ^(x,— x). 

®ie anal^tifd^e gormel für bte SWormoIc erhalten lütr 
leidet aus berfelben ©leid^ung, e§ ift nur gletd^faKS a ju 
beftimmen.- Sllfo ttjieberum ift : 

y, — y = a(x, — x). 

®ie SRprmalc Btibet mit ber poftttöen 3fiid^tung ber xM^'it 
ben SBinlel PSx„ ber gteid^ 90° + a ift. Stifo: 

27) tangPSx = cota = -^ = -||. 
Somit ergteBt ftc^ afö gormet für bie 9lonnale: 

28) y, — y= — -^(x, — x). 

7L Kuttiettbniig attf hit ^ata^et 

©ntiüidEeln toxx aud^ bie anol^tifd^en StuSbrüdEc ber 
2:angente unb Slormole für bie 5ßarabeL 

SBir crl^ielten atö allgemeine gormcl für bie Tangente : 

y,-y = ä^(x,-x). 

9tu§ ©leid^ung 16) ergob fic^ bie Sejiel^ung: 

dy ^ P. 
dx y' 
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@omit tDtrb bte ®(eid^uitg für bte XmqttAt m ber 

29) y,-y = ^(x, — x). 

3n bct glctd^en ffieifc erhalten tütr btc®Ieid^ung für bie 
SRormalc ber ^axahtU Die ottgcmcinc ©Icid^uitg lautet: 

dx , V 

3(1(0 tDirb bie Slonnalengleid^nng ber ^orobet: 

30) y,-y= — |(x,-x). 

3ur Uebung möge ber Sefer bie gleid^en aufgaben für 
bie ©inuSIinie töfen, beren ©leic^ung ift: . 

y = sin X. 

®urd^ antoenbung ber gonneln 6,6,7 unb 8 gelangt 
man ju ben SluSbrüdEen : 



N = sin X V^l -|- cos^ x. 



T = tangx.Vl+co82x. 
Sn == sin x cos x. 
Unb St = tang x. 

72. 2)ie ^tiü^nnnqtn für bie Tangente ttnH 9totmale zu in 
^olarfootbinatem 

§oufig ift eS öorteill^aft, ftatt beg red^tlüinfligen @oorbt== 
natenf^ftemS fid^ ber ^olarfoorbinatcn ju bebicnen. 
SSir ttJoKen ^ier junöd^ft bie gormein für bie Sangenten 
unb SRormalen in 5ßoIarfoorbinaten herleiten. 93e= 
trachten n^ir bie gigur 11. ^n ber onal^tifd^en ®eo = 
metrie bejeid^net man o atö ben ^ol be§ ffioorbinotenf^ftem§ 
unb ox afö bie ^olaratl^fc* Serner nennt man r(oP) 
ben JRobiu? Hector unb ben SBinfel a ba§ ^trpmcttt be§ 
5ßunfte§ P. 
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S)te ©lei^ungen, bte baS rec^ttotnlltge ßo- 
orbtnatenfQftem mit betn ^olarfoorbinaten« 
f Aftern öcrbinben, ergeben 
ftc^ unmittelbar auS ber y 
gigur 11. ®8 ift: 

31) x = r.co8a 
y = r . sin a 

Unb r» = x» + y». 

Um nun eine 9(nfd^Quung 
t)on ber geometrijd^en Sage 
ber 2:angenten unb ©ub:s gtg. u. 

tangenten,ber97ormaIen 

unb ©ubnormalen im ©Aftern ber ^olarloorbinaten 
5u gewinnen, betrad^ten mir bie gigur 12. — 68 ift un§ 





Sig. 12. 



!§ier ein SogenftüdE IK einer Suröe gegeben unb auf biefer 
ein 5ßunlt P. ©inb r unb a bte 5ßoIar!oorbinoten, bann 
ergiebt p^ atö ©leid^ung ber Suröe : 

32) T = (p (a). 
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©rrid^tcn njir nun auf bcm 3tabiu8 öcctor r im ?ßunftc 
eine ©cnlred^te unb jtc^cn burd^ P bic S^angcntc, tocld^c 
bte ©cnlrcd^tc in T fd^ncibct. (Jnblid^ errid^tcn loir in P 
bie 5WormaIe PQ. 

SSir erhalten nunmehr folgenbc ©tüdEc unb 
il^rc Scjcid^nungcn. 

ajian nennt: 

p T bie ^olar sSJangcntc = t. 

p Q bie ^olar=5RormaIc = N. 

TO bie ^oIar=@uBtangentc=st. 
Unb : Q bie ^olar = ©uBnoonalc = Sn. 

®iefc ©trecten follcn nun formuliert toerbcn. 

73. 3((Iettimg btt Formeln für T, N, St unb Sn in Volarfoorbtnaten. 

S)er 5BunIt P (fie^e gig. 12) öerfd^iebe fid^ um bic Heine 
©tredEePP,. ®ann finb bie SJoorbinaten fürP,: r + dr 
unb a-\-äa. — SKan befd^reibe nun mit r um o einen 
SretSbogen, ber bie Sinie P,0 in Q, trifft; eS ift bann 
PfQf glcid^dr. ®a n)ir unS bie ©tredEe PP, unenblid^ Hein 
öorfteHen lönnen, fo barf man bag ®reiedE PP,Q, als ein 
gerabtinigeg SreiedE betrad^ten. @§ ftel^t bann PQ, fenfred^t 
ju P,Ounb eg ift: 

33) PQ, = rda. 
6§ ift bann oud^ : 

^Q,PP, = ^PTO = <OPQ 
unb bie entfpred^enben ©reiedfe finb ft^nlid^ : 
P,PQ,^OPT~OPQ. 
®8 läfet fid^ ba!^er bie Proportion Bilben : 

TO:PO = Q,P:Q,P, ober: 

34) TO: r =rda:dr. 
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®a§cr : 

35) TO = ©ttlitanocnte = ?^ = st. 

2tu§ bcn ö^nltc^en SrctedEcn lä^t ftd^ aud^ folgcnbe 
5ßroportton Bilben : 

OQ:OP = Q,P,:Q,P ober: 

36) OQ: r = dr :rda. 
Unb ^icrauS folgt: 

37) OQ = ©nlinonnalc = ^ = 5^ = Sß- 
SBenbcn roir bcn SP^tl^agora^ an, fo folgt: 

Pq2 = PÖ^+Q0^ obct: 
(SftormaIc)2= r« +(^'' 
(£§ ergtcbt ftd^ fomtt für bic SWorntalc bic gormcl: 

38) N = ^mtit = ]/r2+(^y. 

SScrnjcnbcn lotr n)iebcrnm bcn 5ß^t^agora§, fo ergiebt ftd^: 
PT^ = PÖ^-j-ÖT^ ober: 

(Stangcntc)2 = r2 + (^y- 

Somit crl^alten totr für bic S^angcnte bic gormel: 

39) T = Sangcnte = r |/i + r^ (^J. 

74 ®te öcifliteL 

SBir ttjottcn bic T, N, St unb Sn in Sgolarloorbi^ 
natcn anber 9trd^imcbifd^cn ©piralc ableiten. ®tne 
Strd^imcbifdÖc ©pirale entftc^t, n)cnn fic^ eine 
gcrabc Sinic um einen feften $|JunIt brel^t, 
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lüäl^rcnb ein anbcrer 5ßunlt P auf bcr gerabcn 
Sinic fic^ mit glci^mä^igcr ©cf^toinbigfett 
bemcgt. 

SDie ©Icid^uitg ber Slrc^imcbifd^cn ©pirale (fie^c 
Stg. 13) lautet: 

40) r = aa. 



Sl8- 13. 

. Die gomtel befagt, bo§ ber 9iabiug bector bem 
2ttgument proportional ift. 

S)ifferentiicren mir junäd^ft bie ©leid^ung 40) nad^ a. 

41) |l = a = 8n. 
da 

SBie mir au§ ©Icid^ung 37) tüiffen, ift bo§ berauSbrudE 
für bie ©ubnormalc. — ®ie ©ubnormole ift alfo für 
alleSPunlte bcrSfrd^imebifd^enSpirale lonftant. — 
SBir erl^altcn fe^r leidet btegormel für bie ©ubtangcnte, 
wenn mir ben SSert bon 41) in bie gorm 35) einfügen. 2Kfo : 

42) St = r2^ = r2.- = -. 
^ dr a a 
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SWtt SScrtDcnbung öon 40) cnblic^ : 



43) 



©ttitonocntc = ^^ = aa« 



©cfecn loir unfere SBcrtc in bic gormcin 38) unb 39) 
ein, fo ergeben ftd^ bie Stu§brüdfe für : 

44) bteSJonocrrtc: T = r)T+ä2 nnb 

45) bie Slonnolc : N = a Vi + «^ • 

75* Sott btt %f)|]tt)itote. 

(Sine 8lf^mptote ift eine S^angente, bie eine 
Äuröe in einem unenblid^ fernen SPunfte 6'erü^rt. 

3n bcr anal^tifd^en ©contetrie mod^en ttjir bie 
Selanntfd^aft ber Sf^mptoten bei ben Unterfnd^ungen über 
bie ^^perbel. 

SBir ttjotten nun bie äRetl^obe ermitteln, um beftimmen ju 
fönnen, ob eine Suröe eine Sf^mptote f)at (Sie^egig. 14.) 




m- 14. 

3« unferer gigur fei MN ein SuröenftüdE einer frummen 
Sinic, bie burd^ bie ®Ieid^ung gegeben ift: 

46) y = f(x). 

gcrner fei ÜV bie im golgenben nöl^er ju beftimmcnbe 
Slf^mptote. Sie fann ermittelt tt)erben burc^ 93eftimmung 
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ber 5ßunfte Runb U, bie fte gemetnfd^aftltd^ mit ber y* unb 

ber x:=8ld^fc ^at. 9le^men loir nun an, e§ fei P ein 5ßunft 

ber Suröe, ber burd^ bie ffoorbtnaten x unb y beftimmt tft. 

gemer fei PT bie Sangcnte im fünfte P. S^ ^^^^ P t^cl^ 

N jugleitet unb barü6er fort gel^t, um fo mel^r nähert fid^ 

S bem 5ßunfte R. SBirb x = oo, bann n^erbcn oud^ btc 

©tüdEe UT unb SR uncnblid^ Hein. Um ju einem onol^s 

tifc^en 2lu§brudE ju gelangen, lüoKen mir To unb So burd^ x 

auSbrüdEen. SIeiben To unb So für ben SBert x = oo felbft 

enblid^, bann ift eine Slf^mptote für bie gegebene Surbe öor:= 

Rauben. Steibt eine ber beiben ©tredEen enblid^, lüö^renb 

bie anbere unenbUd^ wirb, bann ift bie Slf^mptote einer 

Soorbinatenac^fe parallel. SSerben enblid^ bie genannten 

©tredEen gemeinfd^aftlidö jur 9?utt, bann ge|t bie Slf^mptote 

burc^ ben Sfnfanggpunft be§ Soorbinatenf^ftemg l^inburd^. 

©teilen toir nun f olgenbe Ueberlegungen an : ^n unferer 

gigur ift oT negatiö unb oS pofitib. 

dy 
tanga = 5^. 

e§ ttjirb : 

oT = x — ber ©ubtangente = x — St 

unb oS = — oT-^- 

dx 

gügen mir ben SBert ber ©ubtangente ein, bann ift: 
47) oT = x — y^ unb 

48) «s=y-x^' 

SBirb in biefen SlugbrüdEen x = cx), bann ergeben ftc^ bie 
©renjmerte bon oT unb oS. 

76. @tn I6eifpte( gut &iMttmnq ber ^ft^mtitoten. 

^ie anal^tifd^e Geometrie entmidEelt für bie ^^perbel 
bie gormel: 

49) y=-l/x2 — a2. 
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SBir tDotlen bie 9(fDmptote für bie ^^perbcl 
ScfttnunciL es ift junöc^ft: 

dv b X 

Stcfcn Sert moSeit »ir in bie ÄuSbrürfc 47) unb 48) 
einfügen, bann ergiebt fic^ : 



51) oT = x — -lx*-a«.|^•^-- 



— = ' — = —- U«b 



52) oS = -lx»-a«--.-^ 



X 
X 



a ' a ] X* — a* 

bi^x* — Ä*) — bx- ab 

alx* — a* |x* — a' 



(Sc|en ttJir nun in bie StuSbrücfe 51) unb 52) x = oo, 
bann merbcn fic bcibc ber 9iuß gleic^. 9Ja^ unferen 9lu8s 
fü^rungcn in Slbjc^nitt 75 gc^t fomit bie 9l|^mptote 
an ber ^^perbel butc^ ben Slnfongdpunft bed 
Soorbinatcnf^ftemö. 5Runmcl^r mu§ no^ ber ©e* 
rü^rung§tt)infel a befttmmt merbcn. ®8 ift: 

dv b X b 1 

53) tang q = y- = — ■ =^= = — » - _ -^. 

^ ö dx a Vx'-a' a | !-(;*)' 

(Sc|en n)ir x = oo, bann ift: 

54) tanga = ±-- 
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Stoeüer Xelt. S)tc S)iffctenttalrcd§imng. 



(Elftes KaptteL 

^on bn ^onveMiUA, hn S^nHvitit nnb von ben 
^enbepnnUen einet ^tve. 

Segt man an einen 5ßunlt einer Suröe eine Tangente, 
bann nennt man bie Änröe nad^ unten toulüt} (alfo nad^ 
ber Stbfciffenad^fe ju), menn alle benad^bartcn fünfte, 
wie bei P„unter]§albber2:anöente liegen (ftel^egtg. 15). 




glg. 15. 

SKan nennt eine Äuröe nad^ unten imt>tf, mie bei P,„ 
lüenn bie benad^barten 5ßunlte über ber Sangentc 
liegen, ©in Sgunft enblic^, toie bei P„,, bei bem bie Son^ 
laöitötinbieSonbejität ober umgele^rt übergel^t, nennt 
man einen Scnbcjiunft^ 

78. ^Meitung^ um hit i^ebtngungen für hit ^oulatiität uub 
^ontie^tiit einer ^me feft^ufteUem 

®g fei eine Suröe gegeben, bereu ©leid^ung ift: 

1) y=f(x). 

SBir iDoKen bie Sebingungen für il^re Sonfabitöt ober 
Sonöejität ermitteln. SSetrad^ten mir ^ierju bie gig. 16. — 
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3n bem ^ter Qt^dijntitn Äurtocnftüct l^at bcr ^unft P bie 
Soorbtnaten x, y. SBtr benfcn unS burd^ P bie langentc 
gejogen. 3)ann fte^t man, ba^ bie SurDc tiacf) unten 
lonöey tft, toeti atte bem SJJunlte P benad^Barten 5ßunfte, 
ttJie j. S. P, unb P,„ über ber langente liegen. 




-X 



m- 16. 



S)te Drbtnaten ber 5ßunfte P, bejlü. P„ !^aben mit ber 
Sangente bie 3)urc^fd^nttt8punfte t, bejiü. t„. Da, ttJte be- 
lannt, bie Drbinaten nac^ oben l^in mad^fen, fo muffen bie 
©trcdEen P, t, unb P„ t„ pofitiö alfo größer aU SKuU 
fein. SBir f d^reiben f omit : 

. P,t, =P, Q, — Q, t, >o unb 

^ P„t„ = P„Q„-Q,,t,>o. 

^at, xok mir oben angaben, P bie Soorbinaten x unb y, 
fo i)at P, bie äbfciffe (x — h) unb P„ bie Stbfciffe (x + h). — 
©ntoidEeln »ir nun nad^ bem Sa^torfd^en ©a^e : 

3) P„Q„ = f(x + h) = f(x) + f(x).h + ^^^' 

f::(x)h» 

Sielten »ir burd^ P eine parallele Sinie jur Slbfciffe unb 
bejeid^ncn bie S)urd^fd^nttt8punlte mit ben Drbinaten mit 
ü, unb ü„, bann ergeben fid^ folgenbe SSejie^ungen : 

Ccttbt, Differential* unb Sniegratredönung. 8 



dbyGoogk 



114 Qmdltt Xdl. S)te J)iffcrentialrc(^nun8. . 

3m rcd^ttDtnlcItöcn Srcicdc t„ ü„ P ift: 

4) t,,U„ = PU„ . tanga = h . tanga = h . f'(x). 
S)arau8 folgt, bog : 

5) Q„t, = t„ü, + ü,,Q,,==y+t,,U,, = y+h.f"(x) 
ober: 

5a) Q„t, = f(x) + hf'(x)ift: 

©ubtrol^iercn toir nun 5 a) öon 3), bann folöt : 

6) Pf»Q*r — Q^ft,, = — 2I — ^^"m*,,. 

3n bcrfelbcn SBeife toollen mir ben SBcrt bon P, t, 
ermitteln. SQSiebcrum flilt unS ber Sa^Iorfd^c ©afe:^ 

7) P,Q=f(x-h)==f(x)-f'(x).h+^^'-+- 
©S tt)irb : 

8) t,U, = — h . tanga = — hf (x). 
3n flleid^cr SBeife, toic in 5) : 

9) Q,t,=y — t,ü, = y~hf'(x) 

= f(x)-h.f'(x). 

10) P,Q,-t,Q, = i-^ = P,t. 

9Kan erj^ölt ^ierou« ben ©afe : 3ft ber JtoCÜC 2)iffcrcrrtial= 
ttcnt ttacr giraltwn y=f(x) ^»jfttüi, barm ift btc 
rtie^ bie il^r üü\püiSft, nd^ unten lontie;. 

78 a). iBeiingititgeit für Me ftonlatittSt einer fturtie. 

(@lc^c gig. 17.) 

®urd^ biefelben ©d^lüffe mirb fefigeftellt, bof etne^nrtie 
nn$ nnten Ii^nlnti ift^ inenn ber jtnette ^ifferentiolqnotient 
ber ^nnltion^ ben fte bnrfteOt^ negntüi ifL 
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SluS bem SBorftcl^cnbcn ift leidet etnjufcl^cn, baß, »cnn 
ber jtoeitc ©iffcrcntialquoticnt SRuII ober uncnbs: 
Hd^ wirb, bte Äuröc für biefcn 5ßunlt öom ^(^ttlot^ett jum 
^ntiepen ober umflclcl^rt ubcrgcl^cn lann. Sn bicfcr 
©teile wirb ftd^ dfo in gemiffen gföUen ein fötttbttlltttft 




befinben. (Stelle V,„ in gig. 15. — SBir wotten bte ^mn^ 
jeid^en näl^er unterjud^en. — ^at fid^ J^erauggeftellt, ba§ 
für einen beftimmten SBert bon x ber jnjeite ®ifferentiat 
quotient SRuH ober unenblid^ geworben ift, fo muß man bie 
unmittelbar öorangel^enbcn unb folgenben 5ßunlte 
unterfud^en. 

Sft r(x — h)>o unb r(x + h)<o, bann ge^t 
bie Äuröe bon berSonbejität jur ffiohfabit&t über 
unb in P befinbet fid^ ein SBenbepunIt. 

3ft bagegen: 

r(x — h)<o unb r(x + h)>o, 

bann gel^t bie ffiurbe bon ber Sonlabitöt jur fion* 
t>e^it'dt über unb in P ift gleid^fallS ein SBenbe:= 
t)unlt 

8* 
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1) ®tc 5ßarabcl foH auf i^rc ff onlaöität unb ^on^ 
öcxitöt untcrfud^t tocrbcn. 

S)tc ©Icid^ung bcr 5ßarabcl lautet: 

y2 = 2px. 

SBtr uel^men bic ©iffcrcnttalquotienten : 

2ydy=2pdx. 

SBtc man nun fofort crfennt, toirb ^ für pofittöc 

SBcrte öon y neflatiö. ®ie obere ^älfte ber ?ßarabcl ift 
alfo naäj unten lonloü. @e^t man für y negotibe SBerte, 

d'v 
bann ift j^ pofttiö unb mir feigen, bag ber untere Seil 

ber $ßarabel nad^ unten londey ift. ®a für leinen enb* 

liefen SBert Don y, g-^ öerfd£|hjinbet, fo ift lein SBenbe* 

pun!t borl^anben. 

SBir n)oßenbie@inu§Iinieunterfud^en. S)ie ©leid^unö 
ber ©inuglinie ift: 

y==8inx. 

SBir nel^men bie S)ifferentiaIquotienten. Sllfo : 

dy 

— i- = cos X 

dx 

dV 
unb T-^2 = — sin X. 

dx' 

d*y 
SBie man fofort fielet, tt)irb j^ für bie SBerte negatiö, 

bie jtoifd^en o unb n liegen. S)ie ffiurbe toirb fomit bort 
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nad§ unten lonlaö fein. ®ie SBerte jtt)ifd&cn n unb 27i 
eingefe^t in ^ ergeben ein pofitibeS Stefultot; unb eS 
jeigt ftd^, bag bie @inu§Hnie nad^ unten lonbey ift. 3»^ 




&i9. 18. 

SiuII toirb ber ®ifferentiaIquotient für bie SBerte o, jt, 
2n 2c. ^ier befinben fid^ SBenbepunfte unb fte liegen 
alle, toie bie gig. 18 jeigt auf ber Slbfciffenac^fe. 



Sipölftes Kapitel. 

Pie Sitnvxvxwx% bei: SiXiXVtti uitb Ux ^xnmwxxi%^' 
ftms. ^odiien nitb ^o(i»enien. 

81. Ueber hxt i^erS^ntng tion tttttien« 

SBenn jmei frumme Sinien, bie burd^ bie ©leid^ungen : 

1) y = f(x) unb yi = 9'(x) 

bargefteßt, unb bie auf ba§feI6e Soorbinatenf^ftem mit bem 
gteid^cn 2lnfang§punlte begogen finb, für einen beftimmten 
SBert bon x ein übereinftimmenbe^ SRefuItot geben, bann 
muffen fie beibe burd^ benfelben 5ßun!t P gelten. SDoS ift 
unmittelbar einleud^tenb unb folgt aug bem ©egriff ber 
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gunition. Saffcn hJtr nun x in ben bcibcn gunittonen um 
bte Keine ®röge h june^men unb enttoideln mir nad§ beut 
Jta^Iorfd^en @a^e. aif o : 

2) f(x + h) = f(x)+f' (x).h + f''(x)|-;+••• 
©inb nun in ben gunltionen außer f (x) = 97 (x) aud^ nod^ 
f'(x) = 9?'(x), refp. f"(x) = 9)"(x)2c einanber gleid^, 
bann finbet im $ßunlte P jtt)ifc^cn ben beiben föurben eine 
Serül^rung erfter, jtoeitcr u. f. f. Drbnung ^tait 

SBirb foflor P(x) = 9?''(x), bann ergiebt fid^ eine SBe« 
rül^rung nterDrbnung;bie ^rben fd^mingen fid^ aljo am 
innigften an einanber. SBir moßen biefe SluSeinanberfe^ung 
an einem Seifpiel nod^ Hörer mad^en. 
ffiS fei eine 5ßarabel mit ber gormel: 

y2=4x 

gegeben. ®§ fott bie parabolif d§e ßinie ermittelt toerben, 

^^ mit ber ge» 

gebenen 5ßarabel bie innigfte Serul^rung ^ot. — S)ie 
®teic^ung für bie parabolif^e Sinie fei: 

yi = a + /?x4-yx8. 

Silben »ir nun bie S)ifferentiaIquotienten au§: 

y^ = a + /?x + yx« 

unb : y^ = 4x 

ober: y =2/1 

dx ^ ' ' ' dx ^/x 

dx* ' * dx' 2/x« 
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3?ad^ unferen oBigcn SScmcrlunöcn muffen alfo, tüenn in 
P eine innige SBerfil^rung ftattfinben foll, für x = 4 aud^ 
bie ®ifferenttQlquotienten gleid^ fein. — Qui Ermittelung ber 
Socffiäienten in ber paraboIifcl^en®Ieicl^ung fönnen 
bann bie folgenben brel ©leid^ungen aufgeftellt »erben. 

a + 4/J+64y = 4, 

24.r = — ^' 

SBir erl^alten bie SSSerte : a^^, ß=i, y = — -y^^- 
©omit ^at bie gehjünfd^te parabolif dEje Sinie bie gorm : 

^ y. = ^ + ix — ^Hx». 
®S finbet alf l^ier eine Serül^rung jtoeiter Drbnung ftatt. 

82« 2)er ftrüntmitng^Iret^. 

3n ber Sl^eorie üBer bie Srümmung ber Snrben fpielt 
bieSlufgaBe eine toid^tige SRoIIe, ben SreiS ju ermitteln, 
ber mit einer Surbe in einem Bcftimmten $ßunlt P 
bie innigfte Serit^rung ]§at. 3Kan nennt biefen SrciS 
ben Srümmunggs: ober D§IuIationSlrei§ unb feinen 
{RabiuS ben Srfimmnng§rabiu§. 

®S foHen bon un§ im golgenben bie gormein für ben 
SrfimmungSrabiuS unb bie Soorbinaten für ben 3Wittet 
punit beS DSluIationglreijeg beftimmt toerben. ^aiii toirb 
eS gut fein, fid^ junäd^ft eine geometrifd^e SSorfteßung Dom 
^ümmung^rcif e ju f Raffen. SBetrad^tcn mir ju bem Qxoedt 
gigur 19 (@. 120). 

®ie Surbe HI fei gegeben burd^ bie (Sleid^ung: 

3) y = f(x). 

SBir legen an biefe Surbe im 5ßunfte P eine J^angente 
TF unb eine Stormole Pü. 3Kan ift nunmel^r im ftanbe 
öon jebem $ßunlte ber SRormalen au§ Greife ju 
fd^Iogen, bie bie Surbe HI im $ßunlte P berül^ren unb 
bereu gemeinfd^aftlid^e S^ongente TF ift. 
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S)eriemge bon aßen bicfctt Reifen, bcrmitberSurbc 
HI bie inntgfte Setül^rung eingebt, ift ber D8lu:= 
lotiotiSlrctS. — Um nun bie gen3ünf(|ten SBcfttmmungS^ 
ftüdEe ju finben, lönnen toir öJ^nlid^ berfa^rcn, toie in ber 
borbcreitenben Slufgabc in Slbf^nitt 81. — S33ir bejeid^nen 
bie ffioorbinaten be§ 5ßunfte§ P mit x unb y unb bie ^o^ 
orbinaten bom SKittelpunIte M be§ SrümmungSireifeg 
mit a unb ß; fein SRabiuS »erbe mit q bejeid^net. 




SSäir tt)erben ba^er, hjie in 81, bie ®ifferentia(quotientcn 
für bie ®Ieid£|ung ber Surbe: y = f(x), unb für bie 
©leic^ung be§ Äreifc§: (y — /8)2 4- (x — a)^ = ^2 
bilben. ®3 ift l^ierju gut, bie Srei§gleid£|ung ein hjenig 
umjufd^reiben. Sllfo: 
4) y^ = ^_ { ^2 _ (x _ a)2 j V2 jjj^jj y =f (x). S)a^er: 

X — a 



^^ dx 



d'x, 
dx« 



|e»-(x- 



^!!|'^ 



)e*-(x -«)'(•/»' 






♦) 3Wan ficäcic^ttct fc^t pufig ttad^ bem ajorgangc Don (Sulcr bcn crften 
2)lffcrentiatqiiotientcn mit p, bcn änjcitcn mit q, bcn brittcn nitt r 20. 
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3ur Scfttmmunö bc§ DSfuIattonSlreifeS muffen jefet a, 
ß unb Q ermittelt locrben. 2)a§ gefd^ie^t burd^ bie brei 
(Sleid^ungen: 

6) ß+\Q'-i^-ayr'=y 
\Q^ — {x — ay\ 

gfi^ren tptr btc Sted^nung nad^ ben (Sefefeen ber Sllgebra 
au§, bann crgiebt fidb : 

7) a = .-,M±^ 

q 
SBtr wollen biefe SluSbrüdEe mit ^tlfe her ÜSeftimmungen 
in 9t6f(j^nltt 68 nod^ etwoä umformen. ®ort «jurbe gejeigt, 
bo§ man für dx*-|-dy = d8* fefeen lann. — ©d^reiSt 
man nun: 

^^ P"=Ä ""^ p« = (^)', bonnlDirb: 

8a) l+P'=^^- = id7j- 

®§ ge^en fomit bie gormcln 7) über in : 

m 

9) a = x — ^p 



q 

/dsy 

> = + ■ 



,(^)' 
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83. Sie ftrfimnmitg htt ftimptn. 

S5on aHcn Irummcn Sinicn ^at Belanntlid^ nur ber 
®rcÖ ftctö btcfcIBc Srummunfl unb jtüor ift bicfc um fo 
grögcr, je Heiner ber SlabiuS ift. 3Kan pflegt bal^er 
bieffrümmung etne§SreifeSbem reciproIenSBerte 
beS aiabiuS flletd^ jufe^en. aifo: 

Ärummunfl = i. 

Sitte anberen Würben l^aben in ben berfd^iebenen 5ßunlten 

toerfd^iebene Krümmungen. äRanmigtbie Krümmungen, 

inbem man an ben einjelnen $ßunlten il^renDSlu» 

lotionSireiS ermittelt. — Seftimmen mir jefet ben 

D8luIotion§Irei§ für bie $ßaro6eI. Die ©leid^ung ber 

$aro6eIfei: , ^ 

^ y* = 2ax. 

SBir bilben bie Differentialquotienten. W\o: 
2ydy= 2a. dx 

unb borauö : :;t^ = — = P- 

dx y '^ 

(©id^c tttnmcrhing ju 8C6f(]^mtt 82.) 

d*y a dy a* 

dP~~p'di" y»~^* 

®nth)idteln mir nun bie SBerte, bie in ben gormein 7) 
l^erbortreten, unb fe^en fie in biefe ein : 



o«^aM-y\ 
Dol^er : 



®Mft: 1 + P^=1 . y, y. 



ai=x- 



y* a*+y' « 



7 



(-9 



^^ I «'+y' ^^ I «'+2ax 
= x + a+2x =a4-3x. 
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_^ (al+y!)y_ z! 



=y 



«2 









a" 



+ a^ 

Sft l^icr x = 0, bann toirb in bicfem 5ßunltc: 

S)cr SrummunflgrabiuS im@d^cttel bcr^ßarabcl 
ift fomit gleid^ htm 5ßaramctcr. S)tc Äoorbtnaten 
Ol uttb /?! bcS firümmungiSftetfcS »erben: 

ai = a unb Ä = 0. 

S)er Srümmunggrabiug g muß noturiidö immer 
^jofitib fein; man toäl^It bal^er baSjcnige SSorjeid^en, ba§ 
il^tt pofttiD mad^t. gür bie $ßara6cl ift alfo ber $ßarameter 
cntfd^eibenb. 

84 (&anttn unb (Etmitieitten. 

®enlen toir ung in gig. 19 (@. 1 20) ftatt cincg SßunIteS P 
eine ganje Sai)l auf einanber folgcnber 5ßnnItePi, P2, :c. ges« 
jcid^net unb für einen jeben ben entfpred^enben Srümmungg^^ 
mittelpunit fonftruiert. ®ann giebt bie S3erbinbung§s 
linie aller biefer SrümmungSmittelpunfte eine 
neue ^uröe. 3Kan nennt fie bie ^bi^fote ber gegebenen 
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Surbc. S)te Urfprung§!urbe bejcid£|net man atö bie ^tn^I- 
bcntc* — SRan lann fid^ bie 93ejic]^ung ber Sdolbente unb 
ber ®t)o(ute burd^ bie folgenbe Sonftrultion teid£|t bergegen:» 
hjärtigen. 9Kan jcid^ne fid^ eine nad^ oben lonbeje Sinie AB 
unb Befeftige in A einen gaben, ber junöd^ft über bie S^rbe 
gefpannt fei. — SSäirb nun, inbem man ben gaben ftet0 
ftramm jie^t, ber gaben abgettJidfelt, bann befd^reibt ber 
5ßunftB eine neue Surbe. 3)iefe ift bie ©bolbente, bie 
Slbhjidtelnbe; bie urfprünglid^ lonbeje Surbe toirb bie 
©bolute ober abgehjicfelte Sinie genannt 

85« SufammenfteHititg ber iRegeln^ um bie f^ormen ber fturtiett 
ait ermitteln« 

3ft bon einer gunftion y = f (x): 

a) ber crftC 2)iffcrcntiaIqiUJttcnt in einem 5ßunfte (xi yO 
ber 9tofl Qltütf, bann läuft fciHC XmQVXtt ber xMi)]t 

b) ber crftc 2)iffcrcntiaIqniJticnt für einen 5ßunlt (xi yi) 
ünenbK^, bann ftel^t bie Xm^rntt in bem betreff enben 
fünfte auf ber X'?ld^fc fcnlrc^t; 

c) ber crftc 2)if[crcntialqiwticnt, tüie in a), glei^ 9lttfl^ 
unb ber Jtocttc SiffcrcnttatquiJticnt ^JlJfitÜI, bann |at bie 
Surtic in bicfcm ^^uuftc ein SRinimnm; 

d) ber crftc Siffcrcnttdqwjttcnt, tüie in a), glei^ SM;. 
unb ber jtocitc Stffcrcntialqwjticnt negntto, bann ^at bie 
tnrtie in bicfcm fünfte ein SRofimnm; 

e) ber erftc 2)ifferentiaIqttotient für einen beftimmten 
Sert a, hjie in b), nnenbli^ unb für: 

w/* I 1.N/ [' bann finbet ein SRojinmmftatt; 
f(a-f-h)<OJ 

f) ber crftc Sifferentialqnotient für einen bcftimmten 
Sert a, mie in b), nncnblit? unb für: 

./,*., X . n ^ö"" P"^^t ^^" SWinimnm ftatt. 
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3n e) unb f) Bebeutet h eine fe^r Heitie ©röfee. 

g) ber jtocttc 2)iffcrcntialqiwticnt für einen $ßun!t (x y) 
po^, bann ift bie ^m nd^ unten Utü^tf; 

h) ber jtocttc 2)iffercntiaIr}niJticnt für einen $ßunlt (xy) 
negotüi^ bann ift bie ^m na$ unten lonfoti; 

i) ber jtocite 2)ifferentinIquotient für einen $ßunlt (xy) 
ytai ober uncuMl^, bann finbet in i^m ein Scnbejiuuft 
ftott, toenn : 

f"(x — h)>0 unb f"(x + h)<0 

ober: f"(x — h)<0 unb r(x + h)>0 ift. 

Stud^ l^ier Bebeutet h eine fe^r Heine ®rö§e. 

k) Sn einer gunition: y=f (x) ift ber WüOlfMft 
be« SrfimmuuBSbcifeö Beftimmt burd^ bie Soijrbinaten: 






ß=y- 



-X ^'l 

1 + P' _„ lUxJ 



q " ' q 

Unb b« ütobtttd burd^ bie Formel: 



q 



+ P')'^' _4-W 
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2)iei$el^nteS Ao^iUeC. 2>ie Cilbung bet SHfferenttalquotienten 2c. 127 
Dret5el{ntes Kapitel. 

pie ^itbunt bet pifetreniiarqnotimfen 
9011 me^texm nnai^nei%m ^etinhetti^en. 

86. CEraSntngeit. 
®8 fei eine gfunitton Don ber gorm : 
1) z = f(x,y) 

gegeben. 3n il^r Bebeutcn im allgemeinen x unb y bie 
unabl^ängigen SSariabeln unb z bie abl^ängige SJoriable. 
SBir lönnen in ber gunition 1) brei gdße unterfd^ciben: 
a)3ft X lonftont unb nur y öerönberlid^, bannftellt 
1) eine ßinie bar, bie in einer (£bene liegt, toeld^e ber 
zysgbcne beS Soorbinotenf^ftemS paroßel ifi 

b) Sftbagegen y fonftont unb x beränberlid^, bonn 
liegt bie Sinie, bie bie gunition giebt, in ber ®6ene, bie 
ber xz=®6cttC paraM ift. 

c) ©inb enblid^ x unb y öeränberlid^, bann erl^ält 
man burd^ 1) eine glöd^e, tüie in ber anal^tifd^en ©eo^ 
metrie gejeigt »irb. 

Um ba^ flar ju legen fei j. ©.: 

Z = 3x2 + xy2 + y*. 

SBir tooHen juerft annel^men, bog, toie in bcm gott b), 
nur X eine SSeränberlid^e fei unb y lonftant, bann mug 
fid^ felbftberftönblid^ aud£| z beränbern. SBiH man ben 
©ifferentialquotienten btlben, bonn muß man fid^ betonet 
bleiben, bafe z fid^ tiur in SSe^ie^ng auf x öeränbern 
foD. 3Kan beutet ba§ babur^ an, baß man bie 
Slbleitung mit einem runben S fd^reibt: Stifo: 
dz f, .. dz 

dz 

3Kan nennt r^ bie partielle 2lb(eitung bonznad^x, 
ober ben partiellen ®iff erentialquotienten. — 
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128 8»cttcr Xell. S)te 3)lffctcntlaIred^nutio. 

©iffercntüercn tüir in btefem ©inne unfcr Scifpiel: 

Sn gletd^et S23etfe lönneit tüir bte gutiltion z aud^ tiad^ y 
bifferentiieren, bann betrod^tet man x al§ lonftant. Sllfo: 

^=2xy + 4y3. 

87« SiDkitititg ber ^lartieKen ^iffetentiolpotienten. 

Sei bet allgemeinen Slbleitung ber portieHen Differential- 
quotienten tt)oßen tt)ir nng ber UcBcrIegungen erinnern, bie 
h3ir im tjierten Sapitel anfteHten. ®§ fei alfo : 

1) z = f(x,y). 

Stcl^men tt)ir juerft an, e§ fei nur x barioBel unb e§ 
mad^fe nm bie Heine ®rö§e Ax. @§ ergieSt ftd^ bann: 

2) |l = ii^.f(- + Axy)-f(x,y)^ 
öx ^^^ Ax 

Sie^me fobonn in ber}eI6en SBcife y um Ay ju, bei Ion= 
ftonten x, bonn ift: 

®ie ©leid^ungen 2) unb 3) fteßen alfo ganj aßgcmein 
bie partiellen SIbleitungen bon z nad^ x unb nad^ y bar. 

SRan pflegt bie ©leid^ungen juhjcilen nod^ in anberer 
SBeife ju fd^reiben. 9Kan bejeid£|net nömlid^ bie ©röfee, um 
bie fid^ z önbert, toenn x um Ax junimmt, ^öufig mit 
Axz; unb bie®rö§e, um bie ftd^ z änbert, h)enn fid^ y um 
Ay erweitert, mit AyZ. 9Kan nennt bann AxZ, bcjtt). 
AyZ bie porticlle Qnna^mt bon z in Sejiel^ung 
ouf X, refp. auf y. — SSerttjenben tt)ir biefe ©d^retbart, 
fo erl^aüen tt)ir: 
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4) z-[-^xZ = f(x-|- Ax, y) unb 

5) z+/lvz = f(x, y + Ay). 

©ubtrn^ieren mir nun t)on 4) unb 5) bic Otcicl^ung 1), 
bann ergeben fiel) bie 9lu§brüdfe : 

6) Axz=f(x4-Ax, y) — f(x, y) unb 

Ayz = f(x, y+Ay) — f(x, y). 

SSir machen nun einen fleincn S'unftgriff unb f(i)rei6en bie 
®lei(i)ungen 6) in ber gorm : 

5Wä^ern fiel) Ax unb Ay ber Orenje 9?utt, bann muffen 
aud^ AxZ unb AyZ unenblid^ flein merben. ©d^reibt man: 

Ax = dx unb Ay = dy, 

bann finb aud^ : 

AxZ = 5xZ unb AyZ=^yZ. 

3Ran bejeid^net fold^e 9(u§brüdEe ote partielle 2)if:= 
f erentiale. 

S)ie ©leid^ungen 7) fönnen nad§ biefen 9tu§einanber:= 
fe^ungen mit 93erürffic^tigung ber (äleid^ungen 2) unb 3) 
nun auc^ gefd^rieben merben: 

o\ ^ r f(x + .lx,y) — f(x, y) . öz 

8} CxZ = lim« -^ — ' -f ^ — —' Ax = T— • dx, 

Ax=o ^"^ ^"^ 

ay, = U^.f^iZ±_4.^1^1(E^.Ay = ^.dy. 

3ni SSorfte^enben ^aben tüir bie gäHe a) unb b) au§ 
Slbfd^nitt 86 allgemein be^onbelt unb in 8) bie pqrtieHe 
gunal^me bon z nad§ x refp. y erhalten. SBir moHen nun 
htn gall c) attgemein Betrad^ten, in bem in ber gunftion 

©cnbt, 5)tffcrential= unb Öntegtalred^nung. 9 



dbyGoogk 



130 Qxoiittt Xcil. a)tc 2)iffctentia{tc(^nung. 

z = f(x, y) i'icf) X unb y sufornmen um bte ücinen SBcrte 
Ax unb Ay beränbern. ®ann bejeic^net man bte 
Stenbcrung bon z aU bte totale Bwna^mc unb f einreibt 

fte Az. 

e§fel: 

I) z = f(x, y). 

®g fott nun, mie bemerft, x um Ax unb y um Ay 
lüQc^fen, bann ergiebt m: 

9) z + Az=f(x + Ax, y + Ay). 
Subtrahieren h)tr 1) Don 9), bonn ift: 

10) Az = f(x + Ax, y + Ay) — f(x, y). 

SSerfa^ren mir nun mit biefem Sluöbrucf in berfelben SBeifc, 
ttjie mir e§ im 9tbfc^nitt 24, ®Ieicf)ung 58) (Seite 43) 
traten, fo gelongen mir fofort ju ber gorm: 

II) Az = f(x+Ax,y + Ay)-f(x, y + Ay) 

+ fCx,y + Ay)-f(x,y). 

Um bic 9tu§fü^rungen beffer überfc^auen ju fönnen, 
motten mir fc^reiben : 

y + Ay = u. 

^ann ge^t 11) über in: 

12) Az = f(x + Ax, u) — f(x, u) 

+ f(x, y + Ay)-f(xy). 

Drbnen mir nun 12) unb biuibieren unb multiplijieren bic 
entfpred^enbcn Seile mit Ax unb Ay, bann erl^alten mir: 

13) ^,^ f(x + Ax u)-f(x,u) ^ 

Ax 
I f(x,y + Ay)-f(x,y) 
"^ Ay '^^* 

SRä^ern fic^ Ax unb Ay ber ©renje Sßutt, bann gc^t Az 
in dz über. Stifo: 
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i^\ A r f(x + /.x, u) — f(x, u) . 

14) dz = lim«-^ — ■ 7—^ Ax 

Ax=o "^^ 

Ay=o ^^ 

SBtr festen nun toteber u = y -f- Ay . 3^cr ®rcnjit)ert 
lim*u mirb gfetc^ y, bn§ für i^n fomitu = y ift. SSätr 
jdireiben ferner für Ax = 0, dx unb für Ay = 0, dy. 

2lu§ ben ®(etcf)ungen 2) unb 3) unb bem SSorfte^enben 
folgt: 

,.x ,. f(x + Ax,u) — f(x,u) r)(x,ii) df(x,y) dz 
15) lim» T = — r^ — = — r == "^^ 

A r. Ax ()x dx dx 

/\x=0 

unb 

,. ^(^>y + Ay) — f(x,y) dz d(x, y) 

lim • ; == T— == r • 

Ay=o . ^^^ ^^y dy 

©c^en mir biefe 3(u§brüdEe in bie ®(eic^ung 14) ein, bann 
l^aben mir bie gormel für bie geroünfc^tc totale 3^1' 
n a ^ m e ber gunftion. 

16) dz==^dx + ^V, 

ober fürjer: 

16a) dz=|^dx + |^dy. 

^ dx ' dy «^ 

S)a§ totale S)ifferential ift alfo ber Summe ber 
partiellen S)ifferentioIe gleic^. 

88. «cif^iieL 

3ü^vcn tt)ir bie öorfte^enben StuSeinanberfe^ungen an 
unferem Seifpiel in äbfc^nitt 86 meiter aug. S3ir l^otten 

^oi^t- z = 3x2-}-xy2 4-y^ unb 



|| = 6x + y^' |£=2xy + 4y3. 
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Sn bie ©leic^ung 16 a) eingefügt, ergteBt bag: 
dz = (6x + y2)dx + (2xy+4y3)dy. 

89« Sunftionen mit mel^r al^ auiei unabhängigen iBartadeln* 

(£§ fommen in ber ated^nung juroeilen andi) gunftionen 
t)or, in beneu me^r atö jroei unabhängige SJariable fic^ 
befinben. 3. S3. : 

17) z = f(r, 8, t). 

Um bie !5)ifferentiQlquotienten für fie 5U ermitteln, muffen 
t)ie gleid^en Üeberlegungen mie im Slbfd^nitt 87 angeftellt 
werben, gür ©leid^ung 17) erl^ält man bann: 

18) dz = ^dr + ^d8 + ^dt. 

SDer ©a^ ju 16 a) ift alfo ein ganj aügemeiner ®runb== 
fa^: Dag totale !5)ifferenttal ift immer — hie Qa^l 
ber unabl^ängigen SSariabeln fann beliebig groß 
fein — gleid^ ber ©umme ber partiellen 3)ifferen^ 
tialquotienten. 

90« S)ie Pieren ^lifferentiolcinotienten. 

SBir tüoßen nod^malg ju unferem Seifpiel in Slbfd^nitt 86 
jurüctfe^ren unb an biefem fpeäießen %aü bie ©ilbung ber 
loderen SDifferentialquotienten jeigen. ®g n^ar: 

z=3x2 + xy2-f y4 unb 

|i=6x + y^' |^=2xy + 4y3. 

Differentiieren toxi nun nod^mafe unb jtüar ben Slug^ 
brudE, ben mir nad^ x bifferentüert l^aben, nunmehr nod^ 
y unb ben anberen je^t nad^ x. — 2)ann ergiebt fid): 



_2y; -^ = 2y. 
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^u§ biefem 93eifpte( erfenneti \\)ix, bafe mir ba8=: 
felbe atefultnt erhalten, glei^gültig ob mir eine 
gunftion erft nai) x unb bnnn nacl) y, ober erft 
nad) y unb bann no(^ x bifferentiieren. S)er ©og 
ift bon öttöemctncrScbcIltunö: «S)ie IRei^enfoIge ber 
portiellen Differentiation ift gleicf)gültig". — ®§ 
ergießt fid) : 

Ober äufammengejogen : 

19 a) ''^ ''^ 



dx ' dj öy • öx 

9?ocf| biefer Vorbereitung ift bie Slbleitung für bie jmeite 
Differentiation nid^t me^r fcfimer. SBir erhielten für: 

1) z = f(x, y): 

16) dz = ||dx + |idy. 

©e^en mir je^t in 16) überaH für z ben 2lu§brucf dz, 
bonn ge^t 16) über in: 

c^^\ z r:i \ ^(<iz) j I d(dz) , 

20) d(dz) = -^dx + -^dy. 

gntmicfeln mir nun jeben ber beiben Slugbrüdfe auf ber 
recf)ten (Seite, inbem mir einmal nad§ x unb bann nad^ y 
bifferentiieren: 

^,, d(dz) d^z, , d*z , 

^ dx öx^ ' öX'öy •' 

^(dz) _ d'z I ^j 

dj ~ bj'dx^^^dj'^^' 

9KuItip(ijieren mir enblid^ ber (äleid^ung 20) ent^ 
fprecfjenb t)on ben öorftel^enben ©leid^ungen bie erfte mit 
dx unb bie jmeite mit dy unb obbieren, bann erhalten mir 
ben StuSbrurf: 
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134 3i»«itcr Xetl. 5)tc 3)iffcrentlalrec^nung. 

unb unter Slnfid^t öon 20) : 

23) d^Z=gdx^^pdy^+2.^-;fpdx.dy. 

SBie man ftc^t, crfd^eint ^ter bog ®cfe^ ber S3tnomiat 
foeffijientcn. 



P»cr3el^ntes Kapitel. 

§ntt»iAetnni bet pifjTetentiarqitotieiiieii int bit 
ni^t entwiAetiatm ^unßtioiieti. 

3n Stbjc^nitt 12 tourbcn mir mit gunftionen 6e!annt, 
bic nid^t nad^ ber einen SSarioblen aufjulöfen finb. 
SBir nannten fie unenttotdEelte ober implizite 
gunftionen. 3Ran bcjeic^net fie genjö^nücfi mit: 

1) F(x,y) = 0; f(x,y) = 0; t/; (x, y) = 2C. 

SBir moUen fie aud^ nod^ in bem folgenben fpejießen 
^eifpiel borf ü^ren : 

x^ y -j- x^ — sin (x -[- y) = 0. 

@8 foff nun gejeigt merben, ttjie man in i^nen bie 
®ifferentiaIquotienten auäbrudfen fann, o^ne fie auflöfen 
ju muffen. 

92. SBUbung ber ^tffercnttaI(|ttottenten ber tm)iliatten gfunftionem 

S)ie Slbleitung ift Derl^öItniSmäßig einfadt) mit Slnle^nung 
an ble Stu^fü^rungen be§ borigen Jlapitetö burd^jufül^ren. — 

1) SBirfe^en: F(x,y)==0. 

@§ ift alfo aud^ l^ier y eine gun!tion bon x, nur 
ift bie Sorm, in ber ba§ SSer^ältniS jum ?lu§brurf 
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lommen joK, ntd^t unmittelbar bcfannt, ober boc^ 
nur unter ©d^mierigfetten ju entrotcfeln. SBir motten 
bol^er ben nad^folgenben SBeg einfc^Iogen, um bo^inter 5U 
lommen. ©el^en toir bon bem entfprec^enben äuSbrud be§ 
Vorigen ^apttel§ 

2) z=F(u,v) 

au§ unb nel^men an, bag auc^ u unb v (^unftionen bon x 
feien, aljo 5. S3. : 

u = 99 (x) unb \ = tp (x). 

5)ifferentiieren Voir 2), bann folgt : 



3) 


« 


d2 = ^du 


■ ^^ A 




©ioibieren 


mir 3) burd^ dx, 


, bann ge^t eS ü6er in : 


4) 




dz dz du_, dz dv 

dx dudx ' dvdx 



aRit SSermenbung bon ©leid^ung 2) unb inbem mir für 
F (u, v) furj F fe^cn, fönnen mir nun mieberum biefen 
SluSbrudE fd^reifien : 

. dz dFdu 1 dF dv 

^ dx du dx ' dv dx' 

SZel^mcn mir für einen fpejieffen gatt an, e8 fei u = x, 
v = y unb z = gemorben, fo bereinfad^en fid^ bie 9tu§= 
brüdEe, au§ benen ftc^ 5) aufbaut, in ber folgenben SBeife. — 
®§ gel^t über : 

6) z = F (u, v) in F (x, y) = 

dF . dF 

du d X 

dF . dF 
V— tn T— 
d V d y 

d V . dy 

-^i — tn -^^ — • 

dx dx 
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Unb e§ tuirb enblid^ : 

^^ dx dx ^ 

dv dy 

dx dx 

|on)te: ^ = 0. 

gügcn tütr bic Seäie^ungen t>on 6) unb 7) in ®Iet(f|. 5) 
ein, bann gel^t fie nunmel^r über in : 

®orou8 ergiebt fii^ bev gefud^te erfte 5)ifferentiQlquottent: 
dF öF(x,y) 



9) 



dy dx f)x 

dx~~ TF~ ÖF(x,y) 



dj dx 

^öufig Bebient man fi(^ jur Sluffteßung bcr gormel 9) 

einfacherer 9(u§brüdEe für W partiellen 2t6Ieitungen. 9Kan 

fc^reibtfür: dF(x,y) _ 

— ^-^- — lii(x,yj 

. ()F(x, y) _ , X 

unb -^-L^ = F2(x,y). 

@§ mirb alfo bie Slbleitung nad) ber erften SSariabeln 
x mit Fl unb hk 2lbleitung nad^ ber jttjeiten aSariabeln 
y mit F2 bejeicl^net. 1)ann ge^t 9) über in: 

93. ©cifiiiele. 

1) ©ie ®leid^ung eine§ Sxeifeg: 

X2_|_y2_r2=0 

fei gegeben. SBie ^eigt ber erfte ©ifferentialquoticnt? 
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ßöfung. S)ie ®Ieid|ung be§ Steifet mirb juerfl nad) x 
«nb bonn nac^ y bifferentiiert, tüte e§ in S^apitel 13 oug^ 
einanbcrgefe^t tüurbe : 

©e^en n?ir btefe SBerte in 9) Bejtü. 9a) ein, bann ift: 

dy Ft(x- + y^ — r^) _ _ 2x _ _ x 

dx"~ F^Cx-'^ + y^-O'^ 2y"" y* 

2) (£§ fei gegeben : 

cosx — a cosy = 0. 

93ilben mir bie partieden ©ifferentiale : 

Fl (cosx — a co8y) = — sinx 

F2 (cos x — a cos y) = a sin y. 

5)Q6er- ^ = F^(cosx — aeosy) ^ sinx 

'^ * dx Fj (cos X — a cos y) a sin y 

3) @§ fei gegeben : 

x3_j,y8_3axy = 0. 
Silben mir bie partiellen Differentiale: 

Fi(x3 + y3 — 3axy) = 3x2 — 3ay 

unb F2(x3 + y3— 3axy) = 3y2 — 3ax. 

dy_ 3x^ — 3ax_ 3(x^ — ay) 



Somit: 



dx 3y2 — 3ax 3(y^ — ax) 
ay — x^ 



y*— ax 
4) (£§ fei gegeben : 

e^ — ey + xy = 0. 
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®tc partiellen Differentiale: 

Fl (e^ — ey + xy) = e^ + y. 
FgCe^ — ey + xy) = — e^ + x, 

^*- 3^ = ,^- 

5) (£§ fei gegeben : 

a,^-^ — xy = 0. 

Slod^mafö bie partiellen Differentiale: 

Fl (a^-y — xy) = a^-y . log a — y xy-^ 

Fg (a^-y — xy) = — a^-y . log a — xy . log X. 

(gnblicfi • ^ == x.loga — y ^ 

^* dx x.log(ax) 

94 SBtIbung ber Pieren ^tfferenttalciuottenten ber tm^IiaUen 
gfunfttonen* 

93ei)ienen toir un§, um bie 2lu§brücfe üfierfid^tlid^ ju 
erhalten, ber fd^on o6en üerroenbeten SluSbrüie für bie 
Differentialquotienten. Sllfo : 

dy d^y dp d^y d*p dq 

di — P' d^~di"~^' d^«"~d?"~"di~^ ^^• 

gür ben erften Differentialquotienten erhielten tt)ir bie 
Sorntel: dy_ F,(x,y) _ 

dx— F,(x,y) — P- 

Sebienen mir un§ je^t ber gönnet 16) au§ bem Sap. 13, 
inbem mir für z = f(x, y) fe^en unb burd^ dx biöibieren. 
Diefelbe empfängt baburd^ bie gorm : 

10) df(x,y) _df(x,y) . r)f(x,y) dy 

dx dx * dy dx 

Dber f urj : 

.n N df df , dfdy 

^ -dx dx ' dydx 
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©e^en mir für f bcn StuÄbrurf p, bann tt)irb : 



. dp dp , dp d»y 
1^^ n=di+ö?-P=dP- 


5)q8 Ift ober ber jroette SJifferentialquoticnt. 


95. »riHiieJe. 


1) (£§ fei gegeben : 


y«— 3ax = 0. 


S3ilben wir juerft bie erften SDifferentiale : 


Fi(y«— 3ax) = — 3a 


F2{y«— 3ax) = 2y. 


_, , F,(v'— 3ax) —3a 3a 
®a^er: ^lly^-Sax) " 2y 2y P" 


@§ mu§ nun 

dp ^P 1 ^P 


gefunben ttjcrben. ®§ tft: 


öx öx ^ 


ÖP_ ^(27) _ 6a _ 3a 
öy Oy ~ 4y^~ 2y« 


otr;.. ^^P ^ 3a 3a 9a« 


SBir crl^alten alf o : 


d*y dp 9 a« 
dx-^~"dx~^~ 4y«* 



2) Silben tt)ir oucl^ ben jlDeiten ®ifferentiaIquotienten 
für bie ©Icic^ung beS ^reifeS. 

X2_|_y2_ 1.2=0. 
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3m Stbid^nitt 92 erhielten wir fiere ttS : 

Fi(x2-f-y' — r*) = 2x 
F2(x2-f y^-r») = 2y. 
r..^r F, dy X 

(J2y 

SBir l^aBen alfo nur nod^ nötig g^ nad§ ber gefd^tlberten 
SKetl^obe ju ermittetti. 

d^ dp ()p , r)p 

dx^~"dx ~"^~" <)x ' ()y *P* 



GSift: 



^^ X dx y 



äp_ 



(--f) 



®nbHc^ba§5ßrobuft: 

dp X X X* 

öy • P y- y y=^ 

d^y dp 1 x^ 

dx" dx y y-' 

®er Sefer möge für bie 83eifpiele, bie im SlBfd^nitt 92 

gegeben finb, nunmehr aud^ ben jttjeiten ®ifferentiat 
quotienten Bilben. 



^ünf3el^ntes Kapitel. 

^ettanf^nui hex unaB^ftngig vnänhnd^m 

96. (SrHürungen. 

3utt)eilen tfl e§ für bie SRed^nung borteill^oft, in einer 
gunftion y = f(x) ober f(x, y) = 0, bie eine Sßeränberlid^e, 
j. 93. X, burc^ eine anbere Sßeränberlic^e t auSjubrüden. 
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99efonber§ bie ted^ntfd^e unb bie mtffenfd^aftlid^e SRed^anif 
tft reid^ an Setfpielen hierfür. SBir moßen unterfud^en, tüte 
in .einem folc^en gaKe hk ©ifferentialquotientcn ^u bilben 
finb. — ^n ber gunttion : 

1) y = f(x) refp. f(x, y) = fei: 

2) y==9 (t) unb x = yj (t). 

®§ tft leidet einjufe^^en, ba§, tüenn x eine gunftion t)on t 
ift, aud^ y eine gun!tion öon t fein mug. ©timiniert man 
au§ ben ®Ieid^ungen 2) bie SSariable t, bann erhält man 
miebernm eine ©leid^ung gmifd^en y unb x, nämlid^: 

y = f(x). 

97. ^efttmmung ber ^ifferenttalquotienten« 

Sn ben Gleichungen 2) foll fid^ t um ben fleinen SBert 
/\ t berme^ren, bann merben, mie befannt, aud) x um A x 
nnb y um A y t^ad^f en. 9l(f o : 

3) y + Ay = 9^(t+At) unb: 

4) x + Ax = v^(t+At). 

©ntmideln mir biefe?(u§brüdEe nad^ bemSa^Iorfd^en ©a^e: 

5) yH-Ay = 9^(t + At) 

6) x+Ax = v^(t4-At) 

©ubtral^ieren mir öon 5) unb 6) bie ©leid^ungen 2), bann 
folgt: 

7) A y = <pXt) A t + cp'Xt)^ + • • • wnb : 

8) Ax = v;'(t)At + v^''(t)^+--- 
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3Sn bcrfclben SBeife crl^altcn mir au§ ®Ictc^ung 1): 

9) ^y=f'(x)Ax+r(x)4^+*.. 

©e^en tüir nun in ©leid^ung 9), wie üblid^ : 

f'(x) = J| «nb f"W = S. 
bann gel^t fie über in : 

10) Ay = ^^Ax+St? + --- 

3n®Ieic^ung 10) fügen wir, um auf bie neue SSerftnberlic^e 
t }u fommen, je^t bie SBerte oug ©leic^ung 8) ein, bann 
erhalten wir ben ein wenig umftänblic^en 9(u§brudE: 

11) Ay = ^{v'(t)At+v"(t)i^ + ---} 

+Ä{v'WAt+v'"(t)^ + . ••}'+••• 
3WuItiptijieren toir 1 1 ) au8 «nb orbnen entfpred^enb, f o roirb : 

12) Ay = 5fv'(t)At 

Sn ben Oleic^ungen 7) unb 12) muffen für iebe§ At, 
A^t 2C. bie entfprec^enben Soefftäienten gleid^ fein. S)iefe 
Semerfung fül^rt ju ben neuen ©leid^ungen: 

13) ^y^'{t) = <pXt) unb: 

u) l^y^'\t) + S[y^'m' = <p'\t). 

dv 
Söfen wir 13) nad^ j^ auf, fo l^aben wir ben erften 

©ifferentiolquotienten: 

iK\ dy_9?'(t) 
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ßöfen tülr 14) noc^ ^ auf unb fe^cn ben SBert t)on 15) 
ein, bann crgiebt fid^ ber ättjcite ©tffcrentialquottent: 

^^^ dx^"" [v^'(t)]« 

98. anbete ^tmtn ber ^ifferenttal(|uottettten. 
®e]^cn ttjtr n?ieberum bon ben Betben ®tetd^ungen 2) au§: 

y = 9^(t) unb x = i/^(t). 
93tlben tt)ir bie ©ifferentiotquotienten: 

dy //,x dx ,,^. 

d!y_ /v,^ ''''^ d^ 



dt^ 



= <p'\t) 5^ = V'"(t). 



©e^en mir fie in bie ©(eic^ungen 15) unb 16) ein. SBir 
gelangen bann ju ben neuen gormeln : 

dy 
.^ . dy dt 







dx" 


dx 
dt 




uno 
16a) 


d^y 
dx^"~ 


d2y 
dt« ' 


dx dy 
dt dt 

& 


d2x 

' dta 


SSerttjenben lüir enblid^ bie 93e5eid^nung§n)eife 
dy dy^ 
dx = P' dx^ = ^- 



unb jie^en bie ®(eid^ungen 15 a) unb 16 a) je für fid^ 
jufammen, bann fönnen mir biefen gornteln noc^ bie naä)^ 
ftel^enben gormen geben : 

15b) p = Jf 

unb 

ißM d'^y.dx — dy dx^ 

16b) q = 5^3 
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99. iBetfiiide. 

1) @§ fei eine gunftion gegeben : 

y = X tang a. 

^m Saufe ber Sted^nung ergieBt fic^, baß e§ Vorteilhaft 
fei, eine neue SSeränberltc^e einzuführen. Wlan fe^t bal^er: 

X = t cos a unb y = t sin a. 

Silben mir nun nad^ 15 a) unb 16 a) bie Differential* 
quotienten: , , 

5f=8ina; 5f = cosa. 

dy 

om dy dl sina 

?lIfo : •— = -^— = = tang a. 

' dx If cosa ° 

dt 

2) ®§ foKen für bie Äoorbinaten x unb y gefegt werben: 

^ 2t ^ 1— t 

^=r+t ""^ y = r+t- 

Silben mir bie ®ifferentioIquotienten: 

dx _ (l4-t).2— 2 t _ 2 + 2t — 2t _ 2 
dt— (1 + tr — [l + tr ~"(l+t)^' 

dy (l + t)-(l-t) _^-2_^ 

dt (l + t)^ a+tf ^a9er- 

dv 

(iy_ dt _ — 2^ 

dx~ dx — 2 "~ 

dt 

3) (£§fei: 

y = a (1 — cos t) ; x = a (t — sin t). 
®ie S)ifferentiaIquotienten: 

2^ = a.sint; ^ = a(l — cost). ©omit; 

dy 

d y dt a . sin t sin t 

dx ^ a(l — costj 1 — cost 

dt 
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SScrönbcrn toir bie trtgonomctrifd^en Sejicl^ungen : 



unb 



ber jtoeite S)iffcrcnttaIquottciit naäf gormcl 16 b). S)aju 
bilbcn tDtr un§ ttod^ : 

j^ = aco8t unb TT2^ = aBint. Salier: 

d^y_ a^(co8t— l)dt« _ 1 

dx» ~ a» (1 — cos t)Mt« a(l —cos t)* " 



sin a = 2 . sin -^ cos g- 






1 — co8a = 2 8in*-2, 




bann toirb 


dy_ sint _28in|co8|_co8 


t 

2 


^ t 


dx 1-C08t 2 8in'| sin 


t 
2 


CGI 2 



©enbt, Dljfcrential« u. Sntegratred^nung. 10 
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Sec^3elintcs KaptteL 

Pie ^nUstatfotmetn. 

100* erööninöen» 

S)ie Siitegralred^nung ift bog Utngefel^rte ber 
Diffcrentialxcd^nnttg. Sftj. 95. bog Differential bon x^ 
tüie tüir lüiffen, gleid^ 3x'^ dx, fo ift baS gntegrol bon Sx^dx 
mieberum x^. — S)ie beibett Dperationen be§ SiffercntiierenS 
unb S^^^Ö^i^^^"^ lieben fid^ fomit gegenfeitig auf. Um 
anjubeuten, baß ju einem Differential ba§ Snte* 
gral gefud^t merben foll, ftellt man bor ben 
DifferentialauSbrucf ia^ 3eid^en „f", n)eld^e§ 
bon Seibnij eingefül^rt lüorben ift unb ein lang* 
gejogene§ „S" barftellen foll. ©päter ttjerben n)ir in 
ber S^at fe^en, ba§ man ein Sntegral atö eine ©umme 
betrad^ten fann. — ^n mat^ematifd^en Qeiijtn ftellt fid^ 
nun unfer obigeS Seifpiel fo bar: 

d.(x3) = 3x2dx 

y3x2dx = x^. 
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Ober ganj oHöemein : 

Sft: d.f(x) = f'(x)dx, 

bann ergießt : /f ' (x) d x = f (x). 

2)ie Stuf^ak ber Sntegralredönung iefte^t alfo barin^ 
ju einem Differential bie ntflirnnglifi^e t^nnltion jn finben. 

3)a§ gefd^te^t baburd^, t>a% man ftc^ ber in ber Stafet 
ber S)tffercntiaIquotienten ouf Seite 56 äufammens? 
gefteßten gormein 6ebient. 

©in 93eifpiel mag ia^ nod^ erlöutern. 

e§ foK ba§ Differential bon: 

^in + l 

1) y = ^rpr ermittelt tuerben. 
S)a§ ergießt: 

2) ^ = (°^+i)x°' ^ ^m 
dx m + l 

ober: dy = x'".dx. 

S)iefe Söfung giebt un§ bie Safel ber Differential- 
quotienten. 8llf o ift umgefel&rt : 

r x°*+i 

3) /x°^dx = — TT- 

^ -^ m+l 

©ei, um e§ noc^ ju erleid^tern, m = 3, bann ergießt fic|: 

SBir fönnen bie borfte^enbe Stufgabe and) in eine leichte 
Siegel üeiben. S)a§ S^tegral au§ einer ^otenj ift 
gleich einer 5ßotenj bon ber gleichen Safi§ unb 
bem um (£in§ öerme^rten ©yponenten bibibiert 
burc^ biefen neuen (Sjponenten. S53ir motten bie[en 
neuen gaK nod^ nä^er unterfud^en. ©ei eine gunftion : 

4) y=3x2+4 
gegeben. S)ifferentiieren mir: 

5) dy=6xdx. 
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S)a§ SDifferenttQl ber 4 tft SWuH, tt)ie toir »iffen, ba ba§ 
'S)tffcrenttal einer jeben !onftanten Qaf)l ber 9?uII gletd^ toirb. 

Kllfo: y = a, {ft^ = 0. 

SBir looßen nun burd^ 3nteöration au§ 5) bcn urfprüng* 
Jid^cn SluSbrudE ju erl^olten fud^en. 

6) /6xdx = ^ = 3x2. 

SBie wir feigen, f el^lt bie Äonftante 4. 3Kan erhält alfo burd& 
bic gntegtation mit ^ilfe ber gormein bie Sonftantcn nic^t 
unmittelbar. SRan mu^ bol^er ju jeber Integration 
ein aUgcmcineö lonftantcS ®Iieb ^injufügen. SBir 
»erben fpötcr feigen, tt)ie man bie beftimmte Sonftante ju 
ermitteln öermag. ©omit muffen mir jefet für 6) fd^reiben : 

6a) /6xdx = 3x2-f C. 

C bebeutet bic Sonftante. 

8lud§ bie allgemeine gormel in 3) mug übergel^en in : 

r x°'+^ . 

3a) /x-dx==^ + C. 

©teilen mir un§ nun junäd^ft jur Uebung bie 
mid^tigften 3ntcgraIformeIn jufammen. SJergleid^e 
©eite 56. 

10t liformeln ffir bie Integration. 

1) /x-dx = ^^ + C. 

2) /^ = 1- + C. 

3) /e^.dx = e^ + C. 

4) /a^.dx = ^ + C. 

5) /sin X dx = — cos x -]- C. 
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6) /cosxdx = 8inx4-C. 

9) / , == arc sin x + C. 

f dx 
1 ö) JT+? "^ *^^ **°^ X + C. 

12) / — = arc See x 4- C. 

JxVx^-l ' 

102. Einige attgemetne dntegrotton^fS^e. 

Die Slugfü^rung ber Integration tt)irb mcfentlid^ er^ 
leichtert burd^ bie SenntniS einiger ©ä^e bon adgemetner 
93ebeutung, bie mir öorauSfd^icfen motten. 

a) SBenn ba§ Differential unter beut Sntegral:= 
jeid^en mit einem tonftanten goltor bel^aftet tft, 
bann !ann man i^n immer öor ba§ 3ntegral:= 
j eichen fteüen. Sllfo: 

7) /af (x)dx=a/f' (x)dx. 

Ober ein praf tifc^er gaß : 

/4x2dx=4/x2dx. 

b) ©oll eine Stnäa^I bon Differentialen inte^ 
griert merben, bie burdf) + ober — geid^en mit 
einanber öerbunben finb, bann teftimmt man 
einjeln bie integrale ber Differentiale, ättfo: 
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8) /|F'(x)dx + f'(x)dx — 9?'(x)dx! 
= /f'(x) dx+/f'(x) dx — V(x) dx. 
©in fpcjieHeS »cifpiel: 
/{4x2dx4-8iöx dx} = 4/x2dx-|-/Binxdx 
= -g COS X -}- C. 

103. Uebnngen. 

SStr looHen ba§ bigl^er SSorgetragcnc junäd^ft an S3ei= 
fpielcn eittüben. SBir merben jcboc^ Sei btefer ©degen^cit gur 
©rlcnntniScintger ©ä^e gelangen, bencn eine aHgemetne 
93ebeutung jufommt. 

1) /6xMx = ^ + C = 5|! + c. 

2) /^xdx=/x'/.dx = ^ + C=^ + C 

/S"!^ /8 

r r x^+l 

3) /5x8dx = 6/x8dx=5 .|-p-=Y4x* + C. 

4) y3|dx=V3/^dx = V8/x-^dx 

5) /x-i.dx = /'^ = lx + C. 

®te Slufgabe 5) fül^rt auf einen folc^en gall. B^ttöd^ft 
fte^t man, bo^ bie Sntegralformel 1) in 2) übergebt, 
h)enn bcr ©yponent m = — 1 roirb. ©obann entfielet 
bie SRegel: 
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Sft ber Sft^Ier etnc§ ©ruc^e§ bag SDtffcrcnttal 
be§ JRcnncrS, bann ift fein integral bcm natür* 
Itd^en Sogaritl^muS bc§ Slcnnerg glcic^. 

6) 8.». /y^ = 1(1+x) + C. 

3)enn bifferentüeren tt)tr 1+x, fo erholten tt)tr dx; 
olfo ift ^icr ber Qäf)lex ia^ Differential be§ SftennerS. — 
Sti gleicher SSeife : 

8) |p_7y,_^ + ^^jd. 

=/x''dx-7/l/xdx-ll|^ + 5/^ 

=/x»dx— 7/xV>dx— ll/x-'/»dx + 5/x-6dx. 
integrieren wir einjeln: 

/x3dx=^' + C. 

7/xy»dx=7.^ = ^="/3l^s« + C. 
ll/"x-'/.dx=ll .5l^=iLi:^= 33_ . C 

5/x-edx = 5.!^ = ^ = -x-^ = -l + C. 
3ie^en mir bie 9(u§brüdEe jufammen, bann ergießt bag 



33 1 



3n C finb natürlid^ aße einjelnen Sonftanten enthalten. 
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152 ^rittet %til. 2)ie ^tUegralred^nung. 

9) /{Sx^ + cosx — e^jdx 

= /3x^dx -f-/co8xdx — /e^dx 

/co8x dx = 8inx + C. 

/e^ d X = e^ + C. ®a^cr : 

/|3x5 + co8x — e^}dx=V2X^ + 8inx— e'' + C- 

104 er(et((ttntng ber Integration hnx^ Snbfütntion* 

SRid^t immer crfd^cinen bie S)ifferentiale in fo über* 
fid^tlid^ex gorm, loie 6i§^cr, bog man fofort ia^ gntegral 
ftnben !ann. SRan mu§ fic^ bann boburc^ Reifen, 
bag man butd^ eine gefd^idte @n6ftÜUtion bag 
Differential fo umformt, ba§ e§ einer gntegrol* 
formel entfprid^t. — 9luc^ l^ier motten mir an 93eifpielen 
ba§ ®efagte flar ju mad^en fud^en. 

105, »eifpiele- 

Um eine telann te gorm hervortreten ju laff en, f d^rciten mir : 
u = a-f-bx. 
Sannift: du = bdx unb dx = -j^- 

©efeen mir ixt neuen SBerte ein, bann ge^t unfer 3ntes= 
groI über in : 

f dx _ A , du _ 1 /du 
Ja+bx Jh * u bj u 

= |l.u = {.l(a + bx) + C. 
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2) S)er ßefcr ertüeife nad^ QUiä^tx 3Met^obc, bog 

3) /e"clx==? 
äRan fcfet: u = ax; x=— • 

S)tffercntücrt: dx = -^- 

Singcf cfet : 

/e"dx=/^^^^=^/eMu = -e" + C=-e" + a 
^ J SL SL^ a ' a ' 

4) /co8axclx = ? 

3Kan fe^t: ax=:u; x = -; ^^ = "^' 

älfo: jcosax dx = — jco8udu= — «sinu-l-C 
a a 

= — sin ax + C. 
a ' 

6) /8in(a + bx)dx = ? 

zu c i,i I u ^~^ A bdu du 

(Scfefct: a + bx = u; x = — |^; dx = -gy- = -g-. 

®a]^cr : /sin (a -j- bx) dx = lü/sin u . du 

= — ^ cos u = — ^ cos (a -1- bx). 

6) l^, = -> 

Sn bicfem goße ift eS proftifc^ für x ben SBert a u ein:« 
jufül^rcn. Sllfo: 

x = au; u = — ; dx = adu. 
' a ' 
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©ngefefet: L^^/'-llH- 



=/. 



adu 



a*(l+u2) 

_ 1 r du 
— ajl + u^' 

9?ac^ gormel 10) unferer Stttegrolformcln ©eite 149 

^^^^''- /-du , rp . 

So^er : ä jr+1? "^ ä ' "'^ **"^ '^ + ^• 
©e^en wir je^t bte olten SBette totebet ein : 

7) /Ä=^ 



Sebenlen totr, baß man fd^retfien fann : 
1 1 2a 



Salier : 



X — a x-|-a x^ — a^ 

x'^ — a^ 2a(x2 — a^)'''' 2a\x— a x+b,) 
©e^en tt)ir bte SSerte ein : 

r dx _ 1 A 1 l_[ 

jx* — a^"" 2aj\x — a x+aj^^' 

9?un ift, tt)ic tütr un§ erinnern: 

f.i^ = l(,_a) 
jx — a ^ 

«.ni> /^ = ^(^ + ^)- 
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2)a8 eingefügt, ergiett : 

ünb gebenlen iütr ber logarlt^ntifc^en Siegeln : 

©efeen wir niieberutn : 

x = au; u = — ; dx = adu. ©omtt: 
a 

r adx r aMu _ C aMu r du ^ 

9?a4 ber gormet 9) ber S^tegraltofel Seite 149 ift: 

a / , = a . arc sin u + C. Wo : 

/ , — = a . arc sin (— ) + C. 

SBir fefeen: 

a2-j~^^ = ^5 2xdx = du; xdx = Y' 
3n 9) eingefügt, ergießt : 

f xdx j /du 

= ilu + C 

= il(a2 + x2) + C. 
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©cfecn loir in btcfem gaUe : 

^ , ^ , -. 2udu - 

2udu = — 2xdx; xdx = -^ — = — udu. 

gügcn tDtr ein : 



= — u = — Va« — x»-|-C. 

SRöge in ber gleid^en SBetfe ber Sefet jur 
Ue6ung bemeifen, ba|: 

11) |-^|= = _ayi^^^« + C, unb: 

13) /4^.1x = ? 

SRan fefet lx = u, bann ift — = du. 

®erabe au§ biefem Seifpiel fann man gut 
erfel^en, tote reifliche UeScrieöung ju einer ge^ 
f^icften ©ubftitution fü^xt! 

©mgcfügt: 



/" 



lx=/udu = Y + C 



14) S)er Sefer beweife nod^, bo§: 



/i 



|r=i-(W ifi. 
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106* 2)te dnteorale ebttger trtgonomdtifi^eit gnnfttonett. 

SJon bcn nad^folgcnben jufammcttgcfcfeten trigonometris: 
f(|cn SluSbrüdEen looßcn wir btc integrale beftimntctt. 

1) /8mx.co8xdx = ? 
©efecn tt)tr: 

8mx = u, bann ift aud^ co8xdx = du. 
©Ingcfcfet: 

/sin X C08 xdx =/udu = "ö" "i" ^ 
= i8in2x + C. 

2) /tangxdx = ? 
SBir fc^cn junöd^ft: 

/tangxdx= / dx. 

J ^ j cos X 

SWun ift, njenn toir co8x = u fe^cn, du = — sinxdx. 

®°^«* / -sin xdx /du , , ^ 

= — lC08X-|-C. 

3) /cot xdx = ? 

SBir fc^rcibcn : 

/• , , /cos xdx 

/cot xdx = / ; • 

•^ J sm X 

©e^en tDtr ^ier 8inx = u, bann mirb cos xdx = du. 

j sinx j u 



: 1 sin X -]- C . 



dx _^ 



f sin X . cos X 



4) A 

^ ^Sl 
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158 5)rtttct lell. 3)te antcgtattw^nung. 

aSefanntÜd^ Icl^rt bie SJrigonometric, baß: 

8in*x-}-co8^x= 1 

ift. SBir bütfen ba^cr unferen SluSbrudE auc^ f o fd^rctben : 

r dx / (sin'x -[-cos^x)dx 

7 sin X . cos X J sin x . cos x 

brennen iütr ben 2lu§brucf, fo toirb : 

f. '^^ = [■ ^^"^'^ dx + f. "^'^ dx 
J sin X . cos X ^ sm X . cos x ' J sm x . cos x 

/sin X _ , /cos x , 

= / dx + I- dx 

J cos X ' J sm X 

= /tangxdx-f-/cot xdx 

= — 1 (cos x) -|- 1 (sin x) 



\ccex/ 
= l(tangx) + C. 



5) f^ 

' J Sin X 



L X 

Um ben öoxfte^enben 2lugbrucf Bequem integrieren ju 
fönnen, \z%i man am beften : 

x = 2u; ballet dx=2du. 

®§ ergtebt fid^ bann : 

sin X = sin 2 u . 

Unb unter SSeriüenbung ber befannten trigonometrlfd^en 

gormel : sin 2 a = 2 sin a cos a , 

sin X = sin 2 u = 2 sin u . cos u . 

©e^en tt)tr ein : 

rdx ^ r 2du ^ r du ^w^^^ X 1^ 
7 sin X J 2 sin u . cos u J sin u . cos u ^ &/ r ^* 
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oberau,^: =_l{cot(f)) + C. 

6) /^ = ? 

^ J COS X 

SBir f önncn mit ^tlfc bcr trigonometrifd^en SScjicl^ung : 

C08a = sinl^ — aj, 

bicfcg 3wtcgral auf baS Vorige jurücffü^ren. SHfo : 

/•dx r dx 

jcosx J8in(|— x) 

©efecn mir nun : 

-^ — x = u, unb du = — dx, 



bann wirb : 



J cos X J sm u ' 

= -l[tang(f)] + C 

= -l[tang(f-|)]+C 






107. 2)te dntegratton rationaler gebrod^ener flfunltionen. 

3)ie gebrochenen rationalen gun!tionen jcrfaHen 
in ed^t unb uned|t gebrochene gunftionen. ^n ben 
crftereniftber®rabbe§3ä^lerau§brudEe§niebriger 
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afö bcr ®rab bc§ 9?enncr§. S)ic unecht gcörod^cnen 
rattönalcngunitioncn jcigcn baS umgelc^rtcaScrs 
l^äUntS. e§iftj.33.: 

3x + 4 eine cd^t gc6rod&cnc rationale 
x» + 4x — 2 Sünition, 

x°+8x»4-i2x — 6 eine unecht gcbrod^cne 
x« + x— 2 rationale gunftion. 

®tc SÜIgcbra Icl^rt, ba§ ftd^ eine jebc uned&t 
gebrod^cnc rationale gunition ftetS in eine ed^t 
gcBrod^cnc rationale gunftion, öermel^rt um eine 
ganjc gunftion, öermanbcin Iä|t. 

6S ift, um ba§ auSjufül^rcn, nur nötig, mit bem 9?enner 
in ben 30^1^^ ä« bibibiercn. SBir tt)offen baS on unferem 
Seifpiele jcigcn : 

x8 + 8x«+12x— 6:x» + x — 2 = x + 7 
x8+ X«— 2x 



7x-^. 

7x». 



14x— 6 
7x— 14 



7x+ 8 
SBir ^o6en alf o : 

x« + 8x^ + 12x--6 _ ) . 7x + 8 
x» + x--2 — ^~r7-f-x»+x_2' 

(£S ift alfo nur notmenbig nod^ SJJct^oben ju fuc^en, mit 
bercn $ilfc eS möglid^ tt)irb ed^t gefirod^ene rationale 
gunitionen ju integrieren. 

S33ir tt)oIIen bte Integration einer gebrod^enen rationalen 
gunftion junöd^ft an einem ganj einfad^en Seifpiel bor« 
führen. (£§ foU beftimmt werben : 

/(x* — 6x8 + 13x* — 10x + 3)dx 



^ 



X — 2 



■ = ? 



2:rennen mir burd^ Dibifion bie ganje gunftion Don ber 
cd^t gefirod^cnen: 
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X* — 6x» + ISx'» — lOx + 3 : X — 2 = X«— 4x» + 5x+ -?— 
X* — 2x« ^"^ 



— 4x«+13x» 

— 4x8+ 83^s 



-2* 



lx_ 



5x* — lOx 
r)X*— lOx 

+ 3. 

S)ag gcgcfienc S^tco^öl jcrföHt fomit in eine Steige t)on 
Öntegrolen : 

/ (x^~-6x«+13x'-~10x + 3)dx 
J x-2 

=/x3dx-/4x2dx+/5xdx+y|^ 

3Rtt ^tlfe bcr öorgettagenen SJJetl^oben ergiebt ftd^ : 

/x^dx— 4/x2dx + 5/xdx + 3/^ 

= ix^-tx3+|x2+3.1(x — 2) + C. - 

3)ie Integration be§ S3ruc^c§ ergab fic^ l^ier unmittelbar 
au§ ber fc^on frfil^er^ ermittelten gorm. ®er 93ruc^ ift aber 
in ben meiften göHen nid^t fo einfach unb muß bann in 
5ßartialbrüci^e jerlegt toerben. S)iefe Operationen ber^ 
langen oft umfangreiche algebraifd^e Unterfuc^ungen. S)ie 
Integration rationaler gebrod^ener gunitionen nimmt bal^er 
in größeren matl^ematifd^cn SBerlen einen red^t bebeutcnben 
3iaum ein. S33ir fönnen un§ l^ier nur mit ben einfad^ften 
gällen befd^äftigen. 

108. UnttrfiMl^itiig einer ed^t qthtdtS^tntn rottonalen ^mWnn, in 
htt htt 92eniter ein %nShtnd atoefteit (St<iht§ ^t. 

©d^on im borigen Slbfd^nitt traten un§ folc^e 2lu§brücfe 

in ber gorm, j. S. : ^^ , ^^ entgegen. Slffgemein erfc^eint 

ber SluSbmcf in ber gorm : 

mx + n 



x* + 2ax + b 
©enbt, ^Differential* unb Sntegralrec^nung. 
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S)er auSbrucf 1) foll in 5ßartiQl6rüc^c jericgt iDcrben. 
3u bcm 3tt^erfc bcftimmcn toir bte SBurjcIn ber (Sletd^ung: 
x2+2ax+b. Sic feien: xi = a; X2 = /J. SBir lönncn 
bemnod^ nac^ ben 9tefleln ber StIgeBra fc^reificn : 

2) x24-2ax + b = (x — a)(x — /8). 

©inb bie SBurjeln unfcrer ©leid^ung rccU, bann ift: 

Q\ "^^ + p _ A . B 

"^^ x» + 2ax + b~x — a ' X-/9' 

®ic beiben Srüd^e red^tö finb bie ^ßartialbrüd^c, bie tt)ir 
ju befttmmen l^aöen, S)aS gefd^icl^t belanntltc^ Iet(j^t burd^ 
aKuItipIifation. 9KuItipIijicrcn mir ©leid^ung 3) juerft 
mit X — a : 

(mx + n)(x — a) _ A(x — g) . B(x — a) 
^^^ (x-a)(x — /?) X— a • x — ß 

gaffen mir 4) jüf ammen : 

mx + n _ ^ , B (x~-a) 

©e^cn mir nun, jur Ermittelung öon A, x = a, bonti 
ergiebt fid^ : 

3ur SeftfteHung bon B bcrfol^ren mir in ber glcld^cn 
SaSetfe. 3lIfo: 

mx + n _ A(x — /?) . ^ 
^ X — a X — a~' 

SBirb nun ii = ßj bann ergiebt ftd^: 
8) B= ^^J^ ober: 
m/? + n 
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äSerben bie Sludbrfide ffir A unb B in bie ®(ei(|ttno 3) 
ctagcfcfet, f ift cnblid^ : 

ma-\-n m^ + P 
Q\ m3c + n _ a — ß a — ß 

^^ x» + 2ax + b~ X — a ~ x — ^J * 

®lc bctben Srud^c red^t» fc^cn ie^t bcr Sntcgratton Icinc 
©d^lüictiflfcitcn mcl^r entgegen. 
Sßit n^oHen bog aui^fü^ren; 

10) /'(mx4-D)dx 

^ jx» + 2ax + b 

ma + nf dx H^is/lli- 

a — ß Jx'-'a~ a — ßjx—ß 

109. »eif^lclc 

äSir mollen nun biefe oUgemeinen Setrad^tungen an 
fpejtcllen Sdfpielcn nod^ florer ju mad&cn fud^en. S)a8 

Sntegral öon ^^ , ^^ foß bcflimmt werben. 



^ 



^(7x + 8)dx _ 
x« + x--2 ""^ 



Sttad^ bet allgemeinen Anleitung muffen juerft bie 
äSJurjeln ber ®Ieic^ung : 

x« + x — 2 = 

ermittelt toerben. SBtr finben : 

Xj = a = 1 unb X2 = ß = — 2. 

S)a8 ergiebt weiter: 

7x + 8 _ A . B 

(X — l)(x4-2)~x — l~t"x + 2' 

li„S. 7x+8 _ , , B(x-l) 
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®e^n tDtr ie^t x = 1, bann etgteBt {td^ A. 

* l+2~3— *• 

gül^ten roh bie gleid^e Sled^nnng für B bur^: 
7x + 8 _ A(x+2) , ^ 

S)a X = — 2, toftb, fo folgt : 



©cfeen tt)ir ein : 

/(7x + 8)dx _ rsdx , / '2dx 
;x'+.x-2~Jx-l"rjx + 2 



='/Ä+^/j^ 



dx 

: + 2 

= 5.1(x— l)+2.1(x + 2) + C. 
SKoö ber Sefer erwelfen, bofe : 

|^^±f|^ = 51(x-fiA)-41.(x+l) tfi 



h 



5teb3et{ntes Kapitel. 

|)ie f eUitieife ^ntt^tation. ^otmetn. 

m. ©rUSrung. 

®tc partielle ober teilipeifc Integration ermöglicht e§, 
in t)ielen göHen eine jc^roierige Integration ouf eine ein:* 
fad^e jurücfäufül^ren. Wan fann be8|oI6 mit il^rer ^ilfc 
ni4t nur lompliäierte 2lufga6en berl^öItniSmägig leidet löfen, 
fonbern burd^ fie aud^ gormeln erholten, bie jufommens 
gefefete gormen bereinfad^en. 
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11t (M»mjm^ 

(B$ frien : 

1) u = f(x); v = (p{x) 

itDü Beliebige Munitionen Don x. äSir »iffen bann oud ber 
Z)tfferenttQlrecl^nung, bog bte äSeiie^ung gilt: 

2) d(u.v) = udv-f-vdu. 
Sntegtieren mir, bann ift: 

3) UV =/udv -\-fydxk, 
2)a]^er aud^ : 

4) /ndv = nv— /vdn. 

SSie mir au9 biefer Umformung erfel^en, ftellt ftd^ uniS 
bte partielle Integration ate ein fe^r gef^irfter Äunftgriff 
bar. S)ie folgenben äSeifpiele mögen ba$ Ilar madigen. 

U2« »eifliide. 

1) /xe»dx = ? 

@e^en mir : 

x = u unb e^dx = dv, 
fo mirb nad^ gormel 4) in 111 : 

/x . e* dx = X . e^ — /e^ . dx 
= X . e^ — e^ 
= e^(x— 1) + C. 

2) /lx.dx = ? 

ffiSfei: u = lx unb dx = dv. 

Safoiji: /lxdx = (lx).x— /x.l5 

= x(lx)— /dx 
= xl(x) — X 

=x(l[i]-l). 
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8) /x«lxdx = ? 

©e^en ttit : n = 1 (x) ; dv = x* dx. 

aifo: /lx.x»dx = lx.y-J^.^ 

- =lx.^— V«/i»dx 

= 7(l^-Vs). : - 

4) /x.e»''dx = ? 

aSBlt fd^retten: u=x; e"'*dx=dv. 

Sßfo : /x . e»* dx = X . — e»* — /— dx 

m m •' 

m \ m/ 

5) /x.cosxdx = ? 

SBcrbe gefegt: 

u = X unb cos . X dx = d V. 
egtftnun: 

/x . cos X d X = X . sin X — /sin x dx. 
/sin X dx = — cos X. 
(Somit: /x . cosx dx = x . sinx-f-cosx. 
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m. enpciterte 9ü\p\üu 

9H(i^t feiten lommt ti \>ox, bag man bie 9)tet^obe ber 
tcütoeifen Sittegrotion mcl^rmaU »icberl^olen mug, 60 
bie integrale auf fo einfädle ^formen geBrad^t ftnb, bal man 
bQ§ ©d^Iugtntegral unmittelbar ^infd^reiBen lann. ^n einem 
folc^en f$alle toirb naturltd^ baS 9tefu(tat burd^ eine Slnjal^I 
t)on S(uiSbrüden bargefteHt merben. ^ud^ bad mag burd^ 
Seifpiele feine. SrKuterung finben. 

* 1) /x«.e*dx=? 

@c|en toir:. u = x^ unb e^dx = dv. 

e§iftbann: 

/x» . e^ dx = x» . e^ — /e^ . 3x2 dx 
= x8.e^ — 3/x«.e*.dx. 
SBir 6e]§anbeln nun bog Vereinfachte integral: 
— 3/x^e^dx = — 3x«.e^ + 2:3/x.e*dx. 
Unb toieberum. 

+ 2.3/x.e^dx = + 2.3.x.e^— 2.3/e^dx. 
©nblid^ : — 2 . 3/e^ dx = — 2 . 3 . e^ 
®urd^ Slbbition erglefit ftd^ nun: 
/x8.e^dx = x3.e^ — 3x2.e^+2.3x.y — 2.3e\ 
= e^|x8 — 3x« + 2.3x — 2.3(- 

2)' /x*cosxdx = ? 

SBir fd^reiben: x^ = \x; co8xdx = dv. 3)a§er: 

/x^ cos X dx = x^ . sin x — 2/x . sin x . dx 

— 2/x . sin X = 2 X cos x — 2/co8 x dx 

— 2/co8 X dx = ^ 2 sin X. 
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Slbbicrt: 

/x* CO» X d X = x^ sin X -j- 2 X . 008 X — 2 . sin x 

= Binx(x*4-2x— 2). 

3) /cos«xdx = ? 

SBir looUcn in bicfcm goffe unfcr Sntcfltal fd^rcibcn: 

/cos* X dx = /cos X . cos X . dx. 

6S toxxh : cos X = u unb cos x dx = d v. älfo : 

/cos X . cos X . dx = cos X . sin X --{-/sin x . sin x dx 

= cos X . sin X -^/sin* x . dx. 
3Kan lann nun f efeen : 

sin* X = 1 — cos* X. 
®Qnn lütrb : 

/cos* X dx = cos X . sin X +/(! — cos* x) dx 
= cos X . sin X -|-/dx — /cos* dx. 

SBringcn tolr nun ben ncgatiben 9Iu§brudE auf bie Knie 
©ettc, fo ^obcn mir: 

2/cos* X dx = cos X . sin X -f-/dx 

unb /cos* X dx = i cos X . sin X -[- 2 /dx 

= Y cos X . siö X -{- 2^ = i (cos X . sin X -f- x). 

4) S« ber gleichen SBcife möge ber Sefer jetgen, baß: 

/sln2xdx=~-J (sinx.cosx — x) ifi. 

5) /sin* X dx +/co82 X dx = ? 

®er SBert bcg Snicgrotö lägt fic^ fofort burc^ Slbbitton 
ber Scifpielc 3) unb 4) fcftfteUcn. säbcr quc^ burc^ eine 
fcl^r leidste ©etrad^tung. SDcnn : 
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/sin* X dx 4" /cos* x d x = /(sin* x -f- cos* x) d x 
=/dx- 
= x. 

6) /arc8lnxdx = ? 

SBir fe^cn: u = arc8mx unb dv = dx. 



/arc sin X dx = X . arc sin X — /x • 



dx 



S)cnn nad^ gormcl 14 bcr Safcl bcr ©iffcrcntial* 

quottenten auf @eite 56 tft: 

j/ • \ dx 
d (arc sin x) • 



S)ag Sntcgral f^== ^ö6cn toir bcrettö ermittelt. SBir 
fanben in 3l6fd^mtt 105 StufgaBc 10: 

©efecn toir ]§ter a = 1 , bann toirb : 

Somit aQei^ eingeffigt gte6t: 

/arc sin X dx = X . arc sin x -f- Vi — x*. 

7) S« gleicher SBeife läßt ftc^ emcifen: 

/arc CO 8 X d X = X . arc cos x — y 1 — x * + C. 

8) /arctaiigxdx=arctangx — il(l+x*)+C. 

114 Vitbumn9\ümti$u 

9Kit $ilfe bcr SRctl^obc bcr tetitoeifen Sntegration tooUen 
toix nun nod^ eine änjal^I Don gormeln cntmicfeln, 
bie für bie fpätcrcn 8ted^nungcn bon SSortcil fein tüerben. 
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Unfere fämtßd^en SniegtalentoidCelungen, bie txAx 6tö]§er 
augffil^rtcn, finb nid^t nur tt)UIIüriic|c Stuf gaben jur Uebung, 
fonbemfte geben und jugletd^ einen gormelfd^a^, ber ju 
ieber ettoag fomplijicrten Aufgabe l^erangejogen 
toerben mug. SBit toolUn i^n am ©c^Iug btefeiS 
fiapltelg fiberfid&tUcl^ in labellenf orm jufammen:^ 
[teilen. 

115. etfte ntbnltioit^ormeL 
@d foQ beriefen xottbtn: 

Ableitung. SBir fefecn für: 

^ Jl/a«-x« -^ l/a» — X« 

@ei nun in btefem äuSbrucf 

ü = x^ dv = -^^ unb v = -yi2ZIi2, 
l/a'— X* 
bann ift: 

2) /x^ • -^^===— x«^ . yi^ir^+/nx^-i . yiilT^ dx. 

S)en legten Stu^brud muffen wir noä) umformen. SBir 
tooHen ju bem gmedtc ben SBert un ter bem S"tegral}eid^en 
unb jmor Q&f)Ut unb SRenncr mit Va^ — x* multiplijieren. 
®ann ergiebt ftd§ : 

3) _nx--i y]^^-^dx- na'^'^-^.dx . nx^+^dx 
ö) — nx .ra— xdx— ^/;^rr^ ^^t/a»-x» 

gügen lüir ben neuen SESert mieber in 2) ein: 

4) . 1^ 
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4tnb Btingen boS negatibe ^ntegrat auf bie linle @ett& 
8Hfo: 

S)Q]^er: 

S)to{bicrcn toir enblid^ burd^ n + lr fo erhalten toix 
unferc gormcl : 

S)tcfer angcmcinc SluSbrudt fül^rt ju fpcjicllcn 
gormen. ©cfecn mir j. S3. in t^n n = 1 , bann toirb : 

3hin ift nad^ gormcl 9) bcr 3ntcgraItQfcI unb ÄufgoBc 8 
inafcfc^Tiitt 106: 

a y dx . a» . /x\ , ^ 

— /—=: = — . arc sin I — 1 + C . 

@c|cn wir iDlcbcrum jurudt, bann crl^oltcn toirgormel: 

la) f^^^=—^i;:r=r^2^^^^^^^(i\^Q, 

jVa»— X» 2 '2 \a/ * 

116. 2)fe atoeite WebnltionlfontteL 

Sn bcr glcid^en SBeife toic in 9l6fcl^nitt 115 läßt fic^ bie 
IL SftcbufttonSformel l^erlcitcn. es ift: 

II) r^=.j^yii+^_^^rc^ 

JVSq^ n + 1 ' n + lJVa'+x» 
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©e^cn tt)ir aud^ ^icr n = 1 unb Demenben bic SBcjtcl^unfl: 
bann erl^alten wir gormcl: 



TT \ /l^!^^ 



|l^^2iir72_|.i(,+yiqr72)+c. 



117. Sie dritte »thnmnm^ü. 
®8 foH ftcmlefen mcrbcn ; 

III) /x^-i-dxVa« — X« 

n + l ' n + lJVa»— X» 

Söfung. SSir moHen bog 2)tfferenttal unter bem 

gnteflraljetc^en auf be r Itnicn ©citc ber ©teid^ung mit 

bem SluSbrucI Va* — x* multiplijicren unb biöibieren, bann 

mirb cg : 

i^ n-i^ 1/1 i a«^-Mx x"+Mx 

1) x" ^dxKa* — x^ = -7==^ , 

^ Va*-x* Va«-x» 

SBir f önncn bann ba§ S^tegrol in jtoei Steile jericgen : 

/x°+^dx 
gür / ■ fe^en mir ben SSäert ein, ben un« bie 

• JVa^— x* 

atebuItionSf ormcl I) liefert. SSir erl^oltcn bann : 

3) /x"-idxya2 — X« 

_^, /x°-Mx . _^y^^^— ^__na^ rx'--Mx 
JVa-2-x2 ' n + l n + lJVa«-x» 
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n + l'* ^^l* n + l/il'i?^!? 
~n + l'* ^^l n + l JJy^^^:^' 



2>a8 ift o6et, wie iwon fofort fie:§t, gleid^ gormel ÜI): 

J n + l n+UVa'— X* 

@e^en mir aud^ in III) n := 1 , bann ergieBt ftd^ bie 
Dcrcinfod^te gormcl : 

nia) |dx.yi2^=^=|yi2ZI^2^±!.are8in(^) + C. 

118. 2)fe Vierte mmmn9^nmtL 

S)urcl^ äl^nlid^e Üted^nungen n)te in 117 lägt ftd^ bie 
Dicrtc SRebuItionSformd crmcifen : 

IV) t-Mxy^[M^ = -^ -Va^+x^-^L f^^^. 
M ^ n + l ' ^ n+lJVa*+x^ 

©cfectt tt)lr ^icr n = 1 , f o crgicBt fid^ : 

119. Sert ber atigdeüeteit i^ormdm 

®ic in bcn öorfte^enbcn Slbfd^nitten ber Sntegrolrec^nung 
cntmidelten gotmcin finb nun ^inrcid^enb, um bie mid^tigften • 
Slufgabcn ber Sntegralrec^nung löfen ju fönnen. SBir werben 
bol^er im SSSeiteren immer tt)ieber auf biefe gormein jurüd^ 
ttjeifen unb ber Sefer wirb fie ftetö bei ber Scitüre bon 
©d^riften, in benen bie gntegralred^nung Sermenbung ftnbet, 
tt)ieberfinben. — 3"^ größeren Sequemlid^Ieit fteHen mir 
fie in einer ^^SnttflratS^afel" sufammen. 
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3) /e»dx = e'+C 

4) /aMx = j^+C 

5) /8mxdx = — C08X+C 

6) /co8xdx = sinx4-C 

7) /1^ = — cotx+C 

®^ y^^tanSX + C 

^^^ yiqf^ = wctangxH-C 

^^^ /xyirZi = "''8ecx + C 

13) /af'(x)dx = a/f'(x)dx + C 

14) /{F'(x)+f'(x)-^'W}dx 

=/F'(x)dx+/f'(x)dx-V(i)dx4.C 

15) yTfi = l(l+x) + C 
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17) • /r|^ = iKa + bx) + C 

1») /i^ = i "« *»"s (i) + <^ 

20) /^^ = ^ll(x-a)-I(x + a)( 

23) /^=J.l(a* + i«) + C 

26) v= = V5^M^ + C 

27) /sinx cosx dx = |8in*x-f-C 

28) /tang x dx = — 1 cos x + C 

29) /cot x.dx = l. sinx + C 

30) /5K7^ = l-t«»gx+C 

31) /^. = -lcot(|)-fC 

= l.taDg(|) + C 
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32) 
33) 

34) 
35) 
36) 

37) 

38) 
39) 
40) 
41) 
42) 
43) 
44) 
45) 
46) 

47) (I) 

48) (la) 



dritter 5CetI. 2)ie gntegralred^nung. 
-lt«r.g(j-|) + C 

,lcot(j-|) + C 

/*(mx + n)dx ma-t-n f dx m^4"^ /*dx 

Jx* + 2ax+b~ a — ßjTL — a a—ßjx—ß 



fdx ^ 
Jcosx 



ma 



/udv = uv — /vdu 

/x.e='dx = e''(x — 1) + C 
/l.idx = x(lx — 1) + C 

/iMx.dx = y(lx— i) + C 

/x.cosx dx = x.Bmx-|-coBx-4-C 
/x^ cos X dx = sin X (x* -|- 2x . cotx — 2) + C 
/cos^x . dx = -J (sin x cos x -|- x) -f- C 
/sin*xdx = — J (sinx cosx — x)-j-C 
/sin^xdx-(-/cos^x dx = x-|-C 
/arcsinx dx = x.arcsinx4- Vl^rx^-f-C 
/arc cos X dx = X . arc cosx — Vi — x^-f- C 
/arc tang x d x = arc tang x — ^l(l+x*)-|-C 
fx^-^Ux _ x^ y-i -, . na^ / k'^-Mx 

/p|==-|V."^'+T«'«^(f)+o 
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51) (III) /x°-Mxya« — X» 

-n + ll-a X -t-^_^,j^,____ 
52) (III a) /dx.Va«— ? 

= I yi^=:^^" + 1' • arc sin (f ) + C 

Ö3) (IV) /x^-Mxj'a^ + x^ 

n + l''* T^^ T^n + ljyi?+^ 
54) (IV a) /dx.Va^ + x« 



«cnbt, 2)ljfcrcTttlal5 unb ^ntcgrarrcd^nung. 12 
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2Id?t3ctjtttcs Kapitel. 

|>te Befiimmieti ^^niegraCe. 

120. ^eftnittoiteit. 

SJRan pflegt btc gntegrale, mit ttjeld^en tt)tr un§ biSl^er 
befc^öftigt l^aben, unbeftimmtc integrale ju nennen. @a 
iftj.93.: 

1) y=/f'(x)dx + C 

ein unbeftimmteS gntegral unb bie S^onftante C gonj 
beliebig. — ©oH nun bie fi^onftante C beftimmt ttjerben, fo 
fe^t man ben SBert öon x in bie gun!tion ein, für 
meieren ba§ integral 3lnU mirb. liefen SSäert nennt 
man bie untere (ärenje be§ Integrals. SBirb j. ©. 
unfer gntegral für ben SSäert x = a jur JRuH, bann 
fd^reibt man : 

2) /f(xydx=.f(x) + C 

a 

ober: o = f(a) + C. 

S)araug folgt, ha% bie Äonftante: 

3) C = — f(a) ift. 

©e^en irir biefen SBert in 2) ein, fo ergiebt fid^ : 

4) /f'(x)dx = f(x)-f(a). 

a 

SWe^men tt)ir hierfür ein Seifpiel. 
(£§ fei ba§ integral gegeben: 

/x3dx = ? 

3 

(£§ ift an fi^ : 

/x3dx = ?+C. 
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3ft nun X = 3 , tt)cnn bcr ^ntcgralttjcrt jur SßuH werben 
f oB, bann f e^cn toir an : 

Slunmcl^r ift : C = — y 

©ingcfefet: /x3dx = ^ — Y = ^' fürx=3. 

©0 ift man oI|o ftetS im ftanbc ben SBert ber ^onflontcn 
ju beftimmcn. 

3utDetlen tt)ünfc^t man ouc^ ben SBert beS 3"t^Ö^ötö 
für irgenb einen gegebenen beftimmten SBert Don x 
5u fennen. äRan pflegt einen folc^en SBert bie obere 
(Srenje be§ SntegralS ju nennen. 

Sn biefem golle fc^reibt man : 

b 

5) /f'(x)dx = f(b) + C. 

3n ben meiften gäUen finb ober bie beiben 
®renjen, bie untere unb bie obere, bereinigt, 
bann nennt man ba§ integral ein beftimmte§. 

So ift: 

b 

6) /f'(x)dx = f(b) — f(a) 

a 

ein beflimmte§ ^ntegrol. 

SBir merfen unS bie folgenben Sejeiclnungen : 

a) ^at in einem unbeftimmten S^^^QI^ö'^ ^i^ 
Sonftante einen beliebigen SBert, bann ^eißt ha^ 
Sntegral ein allgemeine^. 

b) $ot bie S^onft ante in einem unbeftimmten integral 
einen beftimmten SBert, fo nennt man e8 ein partim 
fuIöreS integral. 

12* 
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c) 3ft bcr SSäert be^ unbcftimmten SntcgraU für 
ättjei gegebene SBerte ju ermitteln, bann ^et§t c^ 
ein beftimmteS integral. 

S33tr tüoHen nun mit SRüdffic^t auf (Sleic^ung 6) beftimmte 
integrale berechnen. S)ie ©leic^ung 6) giebt un§ felbft 
^ier^u bie Siegel an bie $onb: 

Um ein beftimmte^ Sntegral ju berechnen, 
ermittelt man junöd^ft bag allgemeine integral. 
@e^t fobann bieobereören^e ein, bonn bie untere 
nnb fubtraf)iert ben legten S35ert Dom erften. 

äRögen bag einige Seifpiele jeigen : 

4 

1) /x2dx = ? 

<£Sift fx2dx = ^'+C 

ba§ unbeftimmte S"tegral. Silben mir nun ben SSäert für 
bie ©renjen : 4 



/ 



.- 4» 2» 



64 £ 56 

3 3 3 * 



2) |^ = ? 

1 



m\o: 



f 



*^-^ = 12-ll. 

X 



»efanntlic^ ift 11 = 0. 
2 

S)af)er: /t = ^^- 
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3) /co8xdx = ? 



/co8 X dx = sin X -f- C 






2 

coBx d X = sin TT — sin 



8m^=l 



8in = 0. 



2 



®a:^cr : /( 



coBxdx = 1. 



12L Mgtmeine ©ä^e über ibtfttmmte d^ntegrale« 

a) S^ beftimmtcn integralen !ann immer bie 
obere unb bie untere (Srcnje mit einanber öer^ 
toufc^t tt)erben. 

b) SBerben bie ©renken in einem beftimmten 
integral mit einanber öcrtoufc^t, bonn muffen 
auc^ bie aSorjeic^cn öerönbert tt)erben. 

S)ie @ö^c a) unb b) loffen fid^, lüie man unmittelbar 
erfennt, burc^ bie gormel auSbrüden: 

b a 

7) /f'(x)dx = — /f'(x)dx. 
a b 

Unb ^ierau^ folgt : 

b a 

8) /f'(x)dx+/f'(x)dx=:0. 

aWag bog wieberum ein S3eifpiel erläutern. (£§ fei 
gegeben : 4 
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4 



^ ^^~ 3 3 "" 3 3 ~ 5 

\^ 2« 4» 56 



Stifo: /x2dx+/x2dx: 



56_56_ 
' 3 —' 3 ~ ^* 



©in j[ebc§ beftimmtc S^tegral fann in mehrere 
fceftimmte integrale jcriegt werben, inbcm man 
^mifd^en hit ®renjcn a unb b neue Orenjcn ein* 
fü^rt. Sngormel: 

beb 

^) /f (x) dx=/f' (x)dx+/f' (x) dx. 

a a c 

gür einen beflimmten gatt : 

3 2 3 

/x2dx=/x2dx+/x2dx. 
112 

gurren mir bie 9tec|nung au§ : 

2 



^ ^^~ 3"~3~"3 3~3 



^/x dx— 3 3 ~ 3 3 ~ 3 



SDireft: 



jxdx— 3 3 3 3"~3* 

d) e§ Icud^tet ein, ba^ iebeg fo gewonnene 
beftimmte integral ipieberum jerlegt werben 
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183 



lonn; unb jo fort in beliebiger SBiebcr^oIung. 3" 
gomtcl : 

b c d 

10) /f (x) dx =/f' (x) dx +/f' (x) dx 

a a c 

e b 

+/f'(x)dx---+/f'(x)dx. 



Iteunsel^ntcs Kapitel. 

Pie ^nabtraint: ber <^itt:9eii. 

122. (MSntngem 

@§ fei eine frumme Sinie (fiel^e gig. 20) PQ, burc| bie 
gunf tion : 

1) y = f(x). 

gegeben. S33ir woHen bie gläd^e beftimmen, bie bon bem 
Äurüenftüdt PQ, ben beiben Drbinaten PM unb QN unb 




ber Slbfclffenod^fe begtenjt tüirb. — S)ie ©oorbinaten be§ 
?Pun!te§ Q feien x unb y belogen auf ben Stnfang§punlt A. 
— SBie man fofort einfielt, mäc^ft ba§ gläc^enftüd, wenn 
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bic abfciffcnoc^fe junimmt Sg ift alfo bic giäc^c (F) 
eine gunftton bcr 2{bfciffc. @anj allöcmcin: 

2) F = 9?(x). 

SSäöc^ft X um Ax tu ©Icic^ung 1), fo nimmt quc^ y um 
Ay unb bte gläc^e F um bag glöd^enelement AF ^u. 
Sctroc^ten lüxr nun unferc gigur (gig. 20). 3n bcrfelben ift: 

NN'= Ax 

N,Q, = y+Ay 
unb: NN,Q,Q= AF- 

AF (N N, Q, Q) ift größer alS bog SÄed^tccf Q N,„ N, N, 
baS mir gleid^ y • A^ fc^en tonnen, unb Heiner atö ba§ 
9iec|te(f Ax(y + Ay). Sllfo: 

3) Ax(y+Ay)>AP>y.Ax. 

ßöfen mir bie Ungleichung 3) in bie ©lementc auf, fo 
ergiebtfii^: Ax(y + Ay)>AF 

unb : y Ax < AF unb ^icrau§ : 

4) . ^<y+Ay 

foiDie: ^>y. 

SBerben nun bie S)iffcrenjen A^, Ay^ AF unenblic^ 
Mein, ge^eu fie olfo in bie Differentiale über, bann gelten 
bie Ungleichungen in eine ®Ieic|ung über. @S ift, 
mie leicht ju er!ennen, dy = 0, tüenn e§ allein fielet. 

Unb hieraus : 

6) d-F(x) = ydx. 

liefen äuSbrud nennt man bag Differential bcr 
gläd^c. 
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gntcgrierctt toir bie ©leid^ung 6), fo erhalten mir bte 
gm^e felbft: 

7) F=/ydx. 

$)ic ÖuQbratur einer S^uröe tüirb burd^ bog borfiel^enbe 
gntegral erl^alten. 

SBir looHen nun bie Duabratur befannter ffurben burc^- 
führen. 

123« duabratur ber ^arabeL 

SBir fennen au8 ber anal^tifd^en ©eometrte bie gormel 
für bie 5{5ora6e(. @ie lautet: 

8) y = y2px. 

©e^en tt)ir ben SBert in bie ®Ieic|ung 7) ein, bann 
^aben tt)ir ben SBert i^rer Duabratur. 

9) F = /y2p^.dx. 

SBir lüoHen ba§ gntegral beftimmen unb fe^en ba^er 
junäc^ft bie Sonftante öor ba§ S^tegraljeid^en : 

F = l/2p/xV«dx. 
SBicbetannt ift: 

/xV«dx = ^^ = ixV> + C. 

2 

gilfo: F = |.y2^.x'/«+C, 

x'/a = X . x'/« = X • Vx . 

©omit: F=|x.y2pi. 

äRit SSerttjenbung Don 8) folgt bann 

10) F = |xy+C. 

3ur SBeftimmung ber Sonftanten woHen mir nod^ 
goIgenbeS überlegen, beginnt bie 5ßarabel in il^rem ©c^eiteU 
punlte, bann ift für x = auc| bie gläc^e ber 5{5arabel, alfo 
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Dritter Xett. 2)le ^Tttcgralrct^nung. 



F = 0. ©omit auc^ C = 0. 2)tc ©leid^ung 10) gcl^t bann 
über in : 



11) 



F = |xy. 



12) 



124. jQitabratnr der mW. 

SBie Selannt ift bic ©leid^ung ber ©Hipfe : 
b. 



W — ^\ 



in ber a unb b bie Beiben ^albad^fen barftettcn (fiel^e 




gig. 21). ©omit lautet ta^ S)ifferentioI i^rer gläd^e: 

-Va^ — x^dx 
a ' 

unbbieglöc^efelbft: 

13) F=^/ya2 — x2dx + C. 

S)a§ Sntegrol ift un§ bereite belannt, mir finben e§ in 
unferer „gntegroI^Safel" unter SWr. 52. ©omit er^ 
giebt fic^: 

U) F=^{|y^^^rii + |!arcsing)[+C. 



dbyGoogk 



q9 

arc sin 1 
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3ur Seftimmung bcr ffonftantcn beben fen toir tüicberum, 
ba§ für X = auc| F = unb bo^cr aud^ C = lüerben muß. 

SBir tDoHen nun burc^ unfere gormel 14) borcrft einen 
Duabranten ber ©Hipfe berechnen. — gn bcm 'Safit ift 
x = a. ©e^en ttJtr bcn 9lu§brucf in bie Sormel 14) ein. 
S)aS ergtebt : 

15) r=i.{o+|-.„..Q| 

_b a; 
"~ a * 2 

ab . ^ 

= 'Y •arcsm 1. 

SBic tt)ir tt)iffen, ift arc sin 1 = y ^a^er: 

F_ ab.jr 
4 ~ 4 * 

®ie glöd^e ber ganjen ©Ilipfe tt)irb nunmehr: 

16) F = ab7r. 

125. Ouabtatur der ^tfi^tthtl 
S)ic (Sleid^ung ber ^^perbel ift : 



17) y=^yi^ir72. 

(£§ ergicbt ftc^ fofort ba§ Differential i^rer glöd^e: 

-Vx^ — a^.dx 
a 

unb ba§ gläd^enintegral : 

18) F = ^/yx2 — a^.dx. 

2lud§ biefeS Sntegral ift befannt unb finbet fid^ in bcr 
2ntcgral=:2:afel. 

Digitized by VjOOQIC 



188 



5)rltter %tU. 35lc gntcgralted^nung. 



126. Onabratitr ber S^Koibe. 

Sonftrultton unb ®Ieid^ung bcr S^flotbc: 
SScnn ein S^reiä auf einer gernben Sinie ba^in* 
rotlt, bonn bcfc^rcibt ein jebcr ^un!t bcr 5J5cri^ 




ÄßE 



Öig. 22, 



p^erie eine gefefemö^ige Sinie. aWnn nennt fie bie 
SRablinic ober bie S^floibe. ©ie^e gigur 22. 

SBir lüoHen junöc^ft bie ©leid^ung ber E^floibe 
l^erleiten. 

S)er 5{5unft C ber S^Moibe l^obe bie Soorbinalen : 

x = AD unb y = CD. 

2)er 9iQbiug be§ Streif e§ CM fei gleich r unb ber SBinfel, 
ben er mit bcm ßot ME bilbet, (p; ba§ »ogenftüdt CE bcS 
Sreife§, ba§ ber Sänge AE entf priest, mirb burd^ ba^ ^xo^ 
bu!t r,(p gemeffen. 9Wan fann alfo fe^en: 

CE=AE = r.99 

unb CF = DE = r.8in9?, 

benn CP ift DE parottel. SBeiter ifl: 

x = AD = AE — DE 



J)Q^er : 



= r,(p — r . sin 99. 

X = r (9? — sin (p). 
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Sn äl^ntid^er SBeife gicbt bie gigur ben SBert für y. S)enn : 

y = ME — MF 
= r — r . cos (p. 

y = r(l — COB99). 
SWac^bem tutr f o bie ®Ici(f)ungen für bie St}fIoibe: 

19) x = r(9? — sin 99) 
unb: y = r(l — cos 9p) 
gefunbcn l^abcn, gc^cn tüir jur Dltabratur über. 

5)a§ gläc^enftücf ift in unferer Stufgabe ju 
beftimmen, ba§ öon ber Suröe unb öon ber 
Sinie AB begrenzt mirb. Um, ber gormel F =/ydx 
gemäi, ba§ au§äufu^ren, bilben mir dx. 

dx = r(l — cos99)d9?. 
9lIfo: F=/r2(l— co8^)(l — cos^)d^-l-C. 

20) =r2/(l — co8^)2d^ 

= r^/(l — 2cos9:>-|-cos^9?)d9?. 

Um ben 2lu§bru(f für bie Integration gefd^icfter ju 
machen, bebienen wir un§ ber Sejiel^ung : 

co8 29? = 2cos^9? — 1. 

S)arau§ : cos^ 9? = | cos 2 9? -|- ^ unb f e^en ein : 

21) F = r2/(l — 2 cos 99 + ^ cos 2 ^ + ^) ^9? 

= r^/(l — 2 cos 99 -]- i cos 2 9?) d9? 

= r^ )|/d9? — 2/cos9?d9?-]- J^/cos2 9?d99J 

= r^ jl 9? — 2 sin 9? -|- i sin 2 9?} -[- C. 

®ic S^üoibenPäd^e beginnt im StnfangSpunIt (A) be§ 
^oorbinatenf^ftemg, ba^er ift für x = aud^ F=0 unb 
auc^ = 0. gür bie ganje gläi^e l^at fid^ ber SreiS 
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^titttx %dl. ®tc Sntcgratrcd^nung. 



einmal aufgerollt unb cg ift (p = 27t geiüotben. 
©e^en tütr btefen SBert öon q) ein, fo ift: 

22) F = r2(f .2jr— 2 8in2jr + ism4?r) 

= r2 (3 :7r — + 0) 

SBir erhalten ba§ SRefuItat, ba§ bie ©^Koibenfläc^e 
breimal fo grofe ift al§ ber ^nl^alt be§ erjcugenben 
Sreifeg. 

127« Ouabtotur ber glett^fettioen ^tfi^txhtt 

Sn ber ®eometrie tüirb gegeigt, bajs bie 2lf^mptoten 
einer gleid^feitigen ^^perbel mit einanber redete SB in fei 



m- 23. 

Silben, (©iel^e gig. 23.) Sei ber 2l6Ieitung ber ©leid^ung 
biefer $^per6el nimmt man bie 2lf^mptoten ate Soorbi* 
naten. S^re ®Iei(f)ung lautet: 

23) xy=l; alfo y = i. 

Somit erl^alten mir für bie gläd^e ben StuSbrucf : 

24) F=/^+C 

= 1x4- c. 
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128. Duabtatttt ber Sttminit. 

e§ fott baS gtöd^enftücf mittele unferer ERct^obc ermittelt 
merben, ba§ t)on iet l^olben ^ßerip^erie unb bem 5)urci^s 




A B 

Siß. 24. 

meffer begrenjt tDtrb. (©ie^e gtg. 24.) 5)er ^albfreiä mirb 
bargeftellt burc^ bie ©teid^ung : 

25) j = r7t, 
Salier erhalten tütr : 

26) F=/r.?rdr+C 

— !lf 

2 

Somit ber Sn^alt beS ganjeti ffreifeS r^jr. 

129« Duabtotur \ol(l^tt Stnxt^tu, bte burd^ ^olarloorbinaten 
au^gtbriidt ftub. 

9luf unferer frumme.n ßinie (fiel^e gtg. 25) l^at ber 
5ßunft P atö SeftimmungSftücfe r unb a. ®er 5ßun!t P,, 




mg. 25. 



r+dr unb a + da. — S)a bie ©tredEe PP, fe'^r Hein 
gebadet »erben mujs, fo fonn man ftd^ ben ©eltor POP, 
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gerablinig benfeiL Sann fleOt ft(^ bei Sn^alt btefer gflüc^e 
burc^ eine befonnte trigonometrtfc^e gormel bar: 

27) dF=ir(r + dr)8in(da) 

- , , .sin (da), da 
= ir(r + dr) ^ 

^nbetn fi(^ baS glät^endement bet 9?uD nfi^eit, mtrb, 
tptebelannt: iim(r + dr) = r unb 

da ' 
g§ gc^t alfo 27) über in: 

28) dP=|r*da. 

Sntcgricren toir, f o empfangen »ir ba§ glö^cnftücf : 

29) F^l/r^da. 

130. Dnabtaütr ber ^rdUtmehtfi^fii @))frale» 

S)ie Slrcl&tmebtfc^e Spirale gtebt ein gutejj Seifpiel 
für bie äuöfü^rung einer Cuabratur, roo 5ßoIar!oorbinaten 
ju ®runbe liegen. SBir ^aben un§ mit bicfer Äurbe fd^on 
im abfc^nitt 74 ©eitc 108 bejc^äftigt. (Sie^e gig. 13.) S)ie 
©Icid^ung ber ärd^imcbifc^cn Spirale lautet: 

30) r = a.a. 

gül^ren tüir biefen SBcrt in bie allgemeine gormet 29) 
ein, bann erl^alten »ir: 

31) F=^/a2.a2da + C 

beginnt bie Spirale für a = 0, bann ift ouc§ F = 
unb ba^cr auc^ C = 0. 
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§rr)an3tgftcs Kapitel. 

Pie "^ehüflhation hex ^nxpcn. 

13t (SitlSrnitg unb f[blfitttng ber tir^nneln. 

3)tc aieltifilation ber Surfen le^rt, au§ bem 
Differential einer Irummen Stnte, mittele ber 
Sntegration, ein 6etie6ig langet ©tüdE berSinie 
ju beflimmen. 

Setrad^ten mir ba§ Stücf AP einer Surbe, bie burc^ 
bie ©teid^ung : 

1) y = fW 

auSgebrücft lüirb. (©ie^e gig. 26.) SBegeid^nen tüir ba§ 
aSogenftücf AP mit s. @§ ift nun flar, boi mit ber Ser* 




änberung bon s ftd^ anä) bie 2tbfciffe änbert, bajs fomit s 
eine Sunltion bon x ift. — SJel^men tüir nun an, ba§ ftd^ 
ba§ Sogenftücf AP = s um PP, = A s öergrö^ere. 3)ann 
tt)ä(f)ft aud^ X um Ax unb y um Ay» ^^^ ^^^ i>cr gigur 
flar ^erbortritt. SWe^men tüir ba§ SBogenftüdE PP, fe^r Hein 
an, bann föHt e§ mit ber Seltne jufammen unb mir erl^alten 
bie Sejie^ung : 

Senbt, 3)iffcrenttals unb S^tcgralred^ituttg. 13 
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2) /Vy^82=Ax2+Ay^ «nb 



A8 = yAx2+Ay^ 

S«ä^crt fic^ cnbtic^ bie ©röfee As ber SRutt, ge^t fte 
oljo in dB über, bann gel^t auc^ A^ unb /\j in dx, refp. 
in dy über, unb 2) loirb ju: 



3) d8 = ydx2 + dy2 



=^'i/'+(Mr- 



2 



®ie ©leid^ung 3) ßicbt bcn SBert für baS Sogen^ 
dement ber Äuröe an. SBoUcn tüir bie ©urbc felbft 
ober ein ©lüdE berfelben erl^alten, bann muffen mir 3) 
integrieren, ©omit : 

=/dxyi+f'(x)^ 

SKand^mal ift eg Vorteilhaft, y jur SSeränberlid^en ju 
mad^en, bann erhält man in ber gleichen SBeife: 

©in 6eftimmte§ S^tcgral ift l^ier nottoenbig, lueil 
bie Sänge ber Surbe in ber Stufgabe 5U beftimmen ift. 

132. 2)te gfidftiftlatton htt faxahtU 

®ie ®Iei(^ung bet 5ßarabel lautet : 

y2 = 2px. 

Silben tüir bie 2lu§brüdEe, bie in ben Sormeln 4) ober 4a) 
. jur SReltififation fi(f) öorfinben. JBie ©ifferentiierung ergiebt: 
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2ydy = 


= 2pdx 


ydy = 


:pdx 


dx 
dy- 


-.1. 
P 



unb 

3n bicfemgaHc ift c^öortcill^aft 4 a) juöcrrDenbcn. Sa^cr: 

Slttn fonn mon fd^reiben: d8* = dx*-|-dy*. 
dx« = ^dy». 
«Ifo: d8« = ^-^ + dy^ = ^I^Z^+dyV 

Da^et: d8 = ^yy»+p«. 

«Ifo: 8 = ^/dyyy» + p2 + C. 

itRit J^ilfe ber gortnel 64 ber 3ntegrQ(»3;of el gtebt baS: 
8=j/dyyiH=T^ 

@S ift Har, baß ber ^ßatQHelbogen ber SRuH gleid^ lüirb, 
tt)enn y jur StuH tüirb. ©c^en lütr in bie gormcl für s, 
bal^er 8 = unb y = 0, fo mirb : 

13* 

Digitized by VjOOQIC 



196 5)rtttcr XtiU 2>ic gntcgtalred^nuitg. 

= ^|p2.i(|/p)j + C 

= |-lp + C. 

Somit: c = — |-lp. 

©efeen wir biefen SBert Don C in bie obige Oleid^ung 
für s ein, bann Qt^t fie über in : 



■ = ^Vi>»+y»+fl(,+fpM-j')-flp 



133. 2)te »elttfüation ber ^tßofht. 

3m 2lbfc^nitt 126 fatibcn mir al§ gormein für bie 

y = r(l — cos 9?). 
(©icl^c gig. 22 @dtc 188.) 

Um bieje Surfen ju rcltifi^ieren 6ilben tt)ir bie 5)iffcrens 
tiale ; al\o : 

dx = r(l — C089?) d99 

utib dy = r.8in9?d9?. 

2)a ds2 = dx2 + <^y^ i)'*' erl^alten mir: 
ds^ = dx^ 4" dy^ = r^ (1 — cos (pf d(p^-\-r^ sin^ (pä<p^ 
= r^ (1 — 2 cos 9? -{- co8^9?) d9?^ -)- r^ 8in^9? dqP 
= \j^ — 2 r^ COS99 -[- r^ (8in^9? -f- 008^9?) ( ä(p^. 

®a nun Bm^q)-{-co&^(p = 1 ift, mirb mieberum: 
ds2 = (2r2— 2r2cos(^)d9?2 
= 2r^ (1 — COS 9?) d9?2. 
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SBir fcfeen naä) bcn Seiten bcr Trigonometrie : 

2 



1 — C089? = 28in2 — 



S)ann crgicbt fid§ : 

ds= 2rBin yd^p. 

?tlf fommen tt)ir leicht 5um integral : 

8 = 2r/8in-|-d9? + C = 4r/8in| • d (|) 

= — 4rco8Y4-C. 

Die g^floibe beginnt mit (p = 0; in bicfem gaffe ift 
fomit auc^ 8=0, ©e^en mir ein: 

= — 4rco80 + C 

= — 4r+a 

Da^er: C = 4r. 

ffig »irb bal^er bie g^ftoibenluröe : 

8 = — 4rco8Y-f-4r 

= 4r(l — COByj- 

QvLX Beffercn 9luSnufeung biefcr gorniel ift noc^ eine 
Heine Umformung Vorteilhaft, ©e^en tt)ir: 

COS 77 = 1 — 2 sin^ ~ 
2 4 

ober : 1 — cos ^ = 2 . sin^ -| in bie gormel. 

8Kfo: 8=4r(l— co8|] = 8r.8in2|. 
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®a fid§ bieS^Hoibe \)on (p = 6i8 (p = 2jt enttoidtett, 
\o muffen mir i^r Sogenftüdf au§ ber gorm cine§ beftimmten 
Sntcgrate ermatten unb jtoar: 



Stad^ bcn ^lu^einanbctfe^unöen im Sapttel über bcftimmte 
gntcgrale ^aben tüir bann bag allgemeine S^tcgral ju fud^en 
oinb bic SBerte ber ®renjen in biefcS einjujefeen. 

S)er SBert be§ affgemeinen ^ntcgrotö ift: 
8 = 8r.fiin*-?« 

4 

©e^en mir 9? = 2?r, bonn ge^t e§ über in 

S = 8r. sin* -j- = 8r . sin* 77 = 8r. 
4 2 

©c^cn tüir q> = 0, bann tnirb aud§ ber affgemeine ^n^^ 
brucf Sftuff. 

(£§ ift bal^er bie ©^Ilotbe 8mal fo groß, aU 
ber 3ftabtu§ bc§ erjengenbcn SreifeS. 

134 2)te SReftiftfation )ion ^r)ien in ^olarlootbinaten* 

@§ fei bie ®leic^nng einer Irummen Sinie in 5ßolars 
foorbinaten gegeben: 

5) r = f(a). 

iWennen mir ein ©tficf ber S^röe s (fie^e gig. 27). SBenn 
ber SBinM a möc^ft, nimmt aud^ bie Suröe ju, fomit ift 
and) s eine gunftion t)on a. 9?e|men bic Änröen um ha^ 
Heine @tüdtPP' = d8 ju, bann möd^ft a um da. ©dalagen 
tptr mit r = OP einen Srei§ um 0; er trifft bic Sinic OP, 
in Q. SBir fönnen nun, ber fel^r Ileincn Seiten l^alber, mie 
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in 9(6(i^nttt 129, baS ^ceied PQP, atö ein grabßniged 
6etrad§ten, iai 6eiQ einen rechten 9ßin!el enthält, ^annift: 

6) pp;*=p;q'+pq*. 




gf9.27. 

2)0 nun P,Q=dr, PP, = d8 unb PQ = rda ift, 
folgt aus 6) 
7) d8« = dr» + r«da2 

d8 = ydr»H-r»da* 



8) 



SWcl^mcn mir jcfet ba§ S^tcgrat, bann crgieBt ftd§ : 



S)a btc Sänge beg Suröcnftucfg öon a bcftimmt toirb, 
fo f önncn tt)tr cnblic^ aud^ fd^reibcn : 

a 

Si) 



s 



«0 



Scr Sefcr mag 5ur Hebung bic Slrd^tmcbifc^c ©piralc 
rcfttfijtercn. 
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€tnnnb5ipan3tgjies Kapitel. 

Pie ^n^atUteßmmnui hex ^otationsfti^tn. 

135. 2)efiiiUi0u^ Verleitung htt ^tmda. 

SBcnn fld§ eine ßinte um eine fcftc Slc^fe beiüegt, 
fo baj3 jie ftct§ t)on bicfet in gleicher ©ntfernung 
bleibt, bann bcfc^rcibt bic Sinie eine glücke. S)ie 
Seftimmung einer fold^en 9iotation§päc^e nennt man bte 
S'omptanation ber gläc^en. 

SBir tt)oHen bte gormein ju il^rer Scred^nung l^erleiten. 
(©ie^e ^ierju gig. 28.) ^ 

S)ie SRotationgac^fe bejeid^nen mir mit AX, fic fei 
jugleic^ bic X^Sld^fe be§ ©oorbinatenf^ftemg, unb i^r an:: 
fangSpunft liege inA. S)ie Surbe, bie um bie 9ld§fc rotiert, 




StQ. 28. 

fei BC. e§ ift nun jofort flar, ba§, menn bie abjciffe 
(X::9lc^fe) »öc^ft, bie 06 er f lad) e F, bie mir unS üoHenbet 
benfen fönnen, aud) junimmt, bap alfo bie SRotationgftöc^e 
eine gunftion ber Slbfciffe ift. S)a]^er: 

1) F = f(x). 
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9?tmmt X um /\x ju, bann toäc^ft auc^ F um AF- 2Btc man 
oug bcr gtgur leicht fielet, lann man ba§ ©lement bcr 
aiotationSflöc^c AF al§ ben aWantel eine« ßcgcl^ 
ftumpfcS betrachten, ber burd^ SRotatton ber Seltne 
Ab= cd um bic Sld^fe entftanben tft. Dtc Stereometrie 
Iet)rt ben SWantel eineS ffegelftumpfeS bered^nen. SDiit i^rer 
^tlfe ermatten tt)ir ba()er: 

2) M = jr(JC + KD)CD. 

Seäeid^nen mir bie Orbinatcn bcr 5ßunlte C rcfp. D mit 
y, bejte^ungSmeife mit y' unb CD mit As» öI^ Meinen 
3umac^§ ber Suröe BC = s, bonn gel^t 2) über in : 

3) M = 7i(y + y')As. 

3iü(ft nun C je^r nal^e an D ^eran , mirb atf o As ä« 
ds, bann mirb auc^ y = y' unb ber STOantel M ent^ 
fprid^t bem Elemente ber 5Rotation§Pöd§e dF. SBir !önnen 
ba^er fc^reiben : 

4) dF = 2jryd8. 

SRel^men mir "ta^ integral, bann erl^olten mir natürtid§ 
bie atotationSfläc^e felbft. 

5) F = 2:T/yd8 + C. 

atotiert bie ffurt)e um bie y^Std^fe beS ffoorbinaten*: 
f^ftemiS, bann öeränbert fic^ bie gormel, mie fofort ein5u* 
je^en ift in : 

5a) F = 2^/x.d8 + C. 

136. Vrftttntnung ber Chttfi^d^t einer JhigeL 

Sre^t fid^ ein fireiS um feinen S)urc^meffer, fo entfte^t 
eine ffugeloberfläd^e. SSir moHen fie nad^ ben im t)or« 
ftel^enbcn Slbjc^nitt entmidfelten gormein beftimmen. — 
S)ie ®Iei^ung be§ Sreife§ ift: 

©omit: y2 = r2 — x2. 
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S)iffcrcntncrcn mir, bann folgt: 

2ydy = — 2xdx. 

aifo: dy=-^- 

Um unfercn gormclauSbrud ju erl^altcn, bebicncn tolr 
uns ber ©ejeid^nung : 

ds2==dx2 + dy2. 
©ingcfcfet crgiebt ba§ : 

d82 = dx2 + -'dx2 

3ic^en tt)ir bic SBurjcI unb gcbenfcn mir ber Sejicl^ung 
r2 = x^ -|~ y^> ^^^^ erhalten mir : 



^ dxyx-^ + y^ _rdx 
gugcn tt)ir unfer SRefuItat in gormel 5) ein, fo lüirb : 

= 2Jir/dx + C. 

gür eine beftimmte Slufgabc merben mir aud§ ein 
beftimmtcg gntegral einführen muffen. 

@oK j.as. im öorliegenben gaff bie ganjc Äugelfläd^e 
bercd^ttct merben, bann muß baS integral t)onx = — r 
big X = + r auggebel^nt merben. älf o : 

+ r 

F = 2:7rr/dx = 2 Jir(r + r) 

— r 
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SBtc bent Sefer au8 ber anal^tifc^en ©comctric bclannt ift 
toirb bei bcr gebraud^ten Srei^gletc^ung ber StnfangSpunft 
bcS Soorbinatenf^flcmS in ben 2WitteIpun!t be§ Srcifc§ gelegt. 

137* i^eftiminitito ^tt £)httfili(l^t ht9 SlotottDn^para^oloibe^« 

atotiert eine ^ßarabel um i^re 8ld§fc, bann entfielet ein 
3totation§paraboloib. SBir gelten ju feinet Slbteitung t)on 
ber ©teic^ung ber 5ßarabel auS : 

y2 = 2px. 

©ifferentiieren mir unb bidtbieren burc§ 2 : 

ydy = pdx. 

SBir erl^alten al]o für ben erflen S)ifferentiaIquotienten : 

dx y * 
Sebcnfen mir mieberum, ba§ d82 = dx^-[~^y^ ^fl^- 



3!)ann lüirb : 



©■=(^)"+©' 



' y' 



_yl±p' 
~ 7' • 

©efeen mir mieberum ben SBert für y2= 2px ein. 

/dsy p' + 2px 

Idxj — y« 

unb: |^ = yVp'+2px. 

Unb l§ierau§: 

yds=dxyp2+2px. 

Um ba§ Sntcgral leidster ju finben, machen mir mit ber 
testen ©eite bc^ öorftel^enben 9lu§brudE§ eine fleine Um* 
formung. 

©e^en mir : u = yp2 + 2px. 

Dal^er: u2 = p2 + 2px. 
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S)ifferentiicvt ergteBt bog : 

2udu = 2pdx 
udu = pdx 

unb: dx=— — • 

P 

SRunmcl^r lütrb : 

udu u'du 

yd8=— — •u = — — • 
•^ , P P 

Da^er: 

F == 27r jyds = — /uMu 

@c^en mir mieberum bcn SBcrt t)on u ein : 

F=|^{y^H=^}+c 

2px = y2, 

lomtt: F=g{y^MTf + C. 

3ur aSefttmmung ber Sonftonten C bebenfcn mir, ba§ 
für y = and) F = fein mu§. 

SBir fe^en bo^cr: 

älfo: c = — |p2^. 

Somit erhalten mir cnblid^ al0 Dberftäc^c be§ ^ara:= 
BoIoibeS mit ber üBIid^cn Umformung : 
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138« ^fe DUtfa^t {00 ermittelt toerben, bte entfte^t, ttienn ftt^ 
eine d^Mbt um it^re X'%(^\t htt% 

Stelle gtgur 22 ©eile 188. ®te ©leic^ungcn, bte bie 
S^floibe befttmmen, lauten, mie totr äeigten : 

X = r (9:? — sin 9:?) 

y = r(l — COS9:?). 

gormen mir fic in fold^er SBeife um, rote c§ unferc 
gormein öerlongen. ®urci^ S)tffcrentiterunö ergiebt fic^ : 

dx = r(l — CO899) dq^ = Td(p — r co&q^d(p 

ö.j = r.Bin(pd(p. 

Um ben SluSbrudE ds^ = dx^ -{- äy^ ju btiben, muffen 
mir quobrieren: 

®urc^ Stbbition folgt nunmel^r : 

= T^d(jfP-^v^d(p^{üm^q)-\-co&(p) — 2T^co&(pd(p^ 
®a: Bin^<p-{-'COB^q^=l, roirb: 

ds^ = 2j^d(p^ — 2i^coB<pd(p^ 
= 2r2d9?2(l —cos 9:?). 
3ur roeiteren Umformung fefeen roir : 
1 — CO895 = 28in2 1 . 
aifo: ds2 = 4r28m2|d9?2 

unb: ds = 2rsin|-d9?. 

©efeen rolr ben SluSbrudE je^t in* bie gormel 5) Seite 201 
ein, bann ift : 

Y = 2njr{l — COS9:?) . 2r.8in|-d95. 

Digitized by VjOOQIC 



206 Dritter Seil. Die Stttegralret^nung. 

liefet Stu^brudE mn^ nun jur Integration gcfd^icft 
gcmad^t merben. SBtr crl^alten nad^ctnanbcr: 

F = 2 Jr/2r2(l — cos (p) sin ^ ä(p 

= 4:i^7ij{l — COS 9?) sin Yd 9? 
= 4r^jr/28in2 1- • sin | d9? 
= 4r^jr/2sin^^d99 
= 8r2jr/sinS|d9? + C 
= 16r2^/sinB|d(f) + C. 

Um bic ganjc OBerfläd^e ju crl^olten, mug <p tjon 9?uII 
big 2jr mad^fen. SSSir erl^alten alfo ein beftimmtcS gntcgrol 
jroifd^en ben (Srenjen 2jr unb 5RuII. — S)a]^er: 

F=16r2^|sin3|.d(|). 

aSebient man fid^ ber SSegie^ung sin^a = — :|-sin3a 
-{-f sina unb jie^t entfpred^enb jufommen, bann ttJtrb: 

F=^r2^. 

139. ^te Oberf!ä((e be« not(ttion«eQi)){oibe«* 

SRoticrt eine ®ttipfe um il^re groge Sld^fe, bann befd^reibt 
fie ein SRotationgeHipfoib. SSSir moHen biefe glöd^e er« 
mittein. 

Die ©leic^ung ber ©flipje ift belanntlid^ : 

•^ a ' 

3n il^r bebeutet 2a = AB bie große Sd^fe, CD = 2b 
bie Heine Sld^fe (fiel^e gig. 29). gemer bejcid^net man bic 
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Entfernung ctncS SBrcnnpunltcS F öom aKittelpunft ber 
©Iltpfe mit e unb nennt btejc ©rögc btc ©jcentricitöt. 
3n ber anal^tifd^en ©eomctrie mirb gcjetgt, bo§ immer: 



£\b 




e^=9?— b^ ift. — Um mit ^ilf c unf erer gormel 5) ©cite 201 
bie gläd^c be§ 9to tQtion^eIIip )oibeg ju finben, muffen mir bcn 
8lu§brudEd8=ydx2-}-dy2 bitten, ^ierju ift e§ nöHg, 
bic ®Ieid^ung ber ©Hipfc ju bifferentiieren. ®ag ergie6t: 



dy = -T 



X .dx 



SBir muffen nun f olgenbe Umbilbungen auSfül^ren : 

b^ x^dx» 
a* ' (a« — X») 



dB2=dx2+^:.^^' 



-«^ 1 a»(a'-x') )* 
5)0 »Dir e* = a* — b* fe^en fönnen, fo folgt ttett«: 
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S)iütbieren toir burd^ dx^, fo folgt: 



\dx) ~?ö 



-.2^2 



unbfomit: d8 = ]/^^=:^dx. 

e§ ifl nunmehr ber gormelau^brudE ju 6ilbcn : 



bi/Ii Ti Va*-: 



r2^2 



ya8 = — ya^ — x^ ; dx 

a a Va^ - x« 



= ^,ya* — xVdx. 
®a§ Sntegral ber 3iotatton§f(äc]^e ber ©ttipfc ift fomit: 

SBir motten ba§ tjorfte^enbe Sntegrol Sered^ncn unb e§ 
ju bem gtoerfe umformen : 

_ 2:rb.e A /ä^ I 

F--^i-j[/^-x^dx. 

©e^en mir ^ = n^, bann ift : 

SKit $t(fe ber Sormet 52) ber „^ntegrotSafel" !önnen 
toir integrieren : 

= ^{x ]/^^^=T^ + n« arc sin (^)} + C. 

<Se^en wir nun toieberum für n*=^ unbfüre«=a*— b*, 
otfo bie urfprüngtic^en SBerte, bonn wirb : 

^- — ? — pKi^^=^-- 



a* . x.Va 
-^Hparcsin 
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ßöfcn wir btc Slommcr : 

_ nhx,/-r — z-ö — ,9, o I a*b:r . x.^a*— b* , ^ 
F=-;irVa^-(a2^bix2 + ^^==arc8in ;^, f-C 

®te Scftimmung ber Äonftanten ift fofort ericbtgt, benn 
für F = muß andj = toerben. ©e^cn mir x = a, 
olfo glcid^ ber falben großen Sld^fe ber ®IIipfe, bann erl^altcn 

wir bte gWd^e bc§ falben SRotatlongellipfoibeg -^' ©omit: 

77 = — j- Ka*— (a^— b^J a^ + , • arc sin = — 

2 a' "^ ^ ' ya* — b^ a' 

^b ,/-^79 I a*bjr . Va* — b* 
= — Va'^b'* + ; arc sm 

= b'^jr + , arc sm • 

®ann wirb bie ganjc gläd^e: 

„ ^,9 , 2a»b:r . y^^^-b' 

F = 2b'^:7r 4- / arc sin 

ober auij : = 2 b^ :7r -j- -^— . arc sin ( — j • 

Sefanntlid^ ge^t eine ©Hipfe in einen Srci§ über, wenn 
a = b Wirb. SRe^men wir bog im tjorliegcnben galle an, 
bann wirb baS Stotationgellipfoi b fic^ in eine ^gel t^er^ 
Wanbcln. S)er SluSbmdE e = Va^ — b^ crl^ält l^ter ben 
SBert muH. 

Slber aud^ ba§ jweite (Stieb tjerlangt eine genauere iße^ 
trad^tung. 3fl nömlid^ a = b, bann wirb ber 3(u§brudE: 

arc sin l — \ arc sin-J^^ — - — q 



e yär— P 

olfo unbeftimmt. 

8(nbt, ^i^tttnÜaU u. gntegralred^nung. 14 
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SRit ^ilfe ber SKetl^obcn über btc Stugmittclung unbe^^ 
ftttnmter StugbrüdEe in ber ©iffcrcntialrcd^nung crgtebt ftd^ : 

arc sm ^ — i 

a i 



©c^cn mir bicfen SBcrt in ben jttjeiten 9lugbrudE ein unb 
Bebcnfen mir, bag man a = b fe^en foll, bann ge^t: 

2a«b^ . Va^^^« 
' arc am 



über in 2b2jr. 

älf : F = (Sugelobcrfläd^e) = 2b2jr+2b2jr 

= 4b*^ = 4a^^. 

SBie mir au8 ber (Stereometrie miffen, ift bog bic gormel 
für bie ^ugeloberpäd^e. 

140. 2)te £)ierf(84e fSr ba^ @)i$Sroib. 

Dre^t fid^ eine ©öipfe um i^re Heine ?td§fe, bann ent^ 
fte^t ein (Si^j^ötoib. ®iefe gläd^c ift bebeutunggtJoH in tjielen 
2lufgaben ber mot^emotifd^en 5ßl^^fif unb ber 2lftronomie. 
S)ie erbe ^at bie (Seftolt eine§ ©p^öroibg. «pioftifc^c 
Körper nel^men auf ber gentrifugalmafd^ine ©p^öroibform 
on u. f. m. — Um bie aufgäbe, bie Dberflöd^e eineS ©p^äroibö 
ou§ ber ©Hipje ju löfen, muffen mir bie (äleid^ung ber ©Hipfc 
nad^ X auflöfen. 2llfo : 



= IW^: 



r2 



gül^rt mon nun bie SRed^nungen in ber gleid^en SBetfe 
burd^, mie im Slbfd^nitt 139, bann erhält man bie gemünfd^tc 
(äleid^ung be§ (3p^äroib§: 

ab^jT /a + e' 



Y=22?n-Y^^^—^\ 



m- 
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§]petnnb5ipan5t9fies Kapitel. 

14L (Mfintng nnb Wldtitng ber @ntiibfonne(m 

SBenn eine Äurt)e pd^ um eine feftc Sc^fe bre^t, fo 
6cfd^rct6t fic eine gläd^c, wie mir c8 im t)ort0cn föapitel 
genau Scfd^riebcn ^abcn. ©iefcgläc^e umf daliegt einen 
bcflimmten fRaumteil. SBir tt)otten bie SKet^oben er* 
mttteln, um i^n ju beftimmen. SKan 6e5eicl^net bie Operation 
al§ Kubatur ber Körper, (gigur 30.) S)te ©urtjc AB 




m- 30. 

fott ftd^ um bie X^Sld^fe, inbem fte ftetS in berfelben ®nt= 
f emung bleibt, ^erumbemegen. SBir moHen ben 3 n 1^ a 1 1 „V" 
be§ ff örperS ermitteln, ben bie DberfTäd^e umfd^Iielt. 

®ie Äoorbinaten beS 5ßunfte§ B feien x unb y, SBäd^ft 
nun bie X^Sld^fe DE um bag @tüc! Ax = EF, bann mug 
aud^ V um AV = BCC,B, june^men. ®a§ SSoIumen beg 
fförperg ifl eine gunftion tjon x. SBenn A ^ Hein gebod^t 
mirb, unb bie SäogenftüdEe HC unb B,C, atö gerablinig 
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bctrad^tct mcrbcn bürfen, bann fönnen mir baS Sbxpex^ 
dement BCB,C, atö einen abgeftumpftcn Segel ouffaffcn. 
8lu8 ben Seigren bcr Stereometrie folgt: 

1) Av = ^{y2+y(y+Ay) + (y + Ay)^}- 

SRöl^ert ftd^ A^ ber (Srenje Sßuff, b. f). mirb eS gleid^ dx, 
bann mirb aud^ Ay = dy wnb AV = dV. 

2lu8 ber ©leid^ung 1) ergtebt fid^: 

2) dV = ^-^jy2 + y(y + dy) + (y + dy)2} 

= ^j3y^+3ydy + dy«|. 

®§ ift nun unmittelbar etnlcud^tenb, boß bie SluSbrfitfc 
Bydyunbdy', ba ftemit®ifferentialen belauftet finb, gegen 
3y^ öerfd^minbcnb Hein merben unb bernad^Iäfftgt merben 
fönnen, b. f). SRuK merben. S)ann gel^t 2) über in : 

3) dV = ^.3y2 = y2dx.jr. 

Stu§ bem Sörperelement ergiebt ftd^ burd^ Integration 
ber Körper. Somit mirb enblic^ : 

4) V = jr/y«dx. 

S)re^t fid^ bie Surüe um bie Y^Sld^fe, bann führen bie* 
felben Uebcriegungen ju ber entfpred^enben gormel: 

4a) V = jr/x2dy. 

142* ^er dnl^alt eiltet geraben ftegetö« 

SRan fann fid^ einen geraben Segel baburd^ entflanben 
beulen, bog fic!^ ein red^tminlligeg DreiedE um eine Sat^etc 
brel^t. — Sn gig. 31 mag fic^ ba§ rec^tminHige®reiedE AGB 
um bie X'9ld^fe breiten. @§ ift bann AC =h bie ^5^e, 
BC ber SRabiug unb AB bie Seitenlinie be§ SegelS. 
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Unmittelbar au§ bergigur erhalten mir bic5ßroportion: 



unb 



y = Y öW ©leid^ung bcr Sinic. 




m- 31. 

aif nad^ gormct 4) : 
integrieren mir, fo »irb: 

^ h* 3 ^ ^' 

I)ag integral ntu§ genommen merbcn bon x = biS 
x = h. S)aS ergiebt: 



3 h 



ä--=-^:5— = ihr2jr. 



143. ^er dinm M ^aroboloib«« 

Das 5ßaraboIoib bilbet ftc^, inbem fic^ bie 5ßarabel um 
il^rc Steife bre^t. S)ie ©leid^ung ber 5ßarabel ift : 

y2 = 2px. 
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Dritter %til. 7>it 3nteflralrc<i6mm9. 



S)tc 9luf9Qbc ift l^ier fcl^r leidet ju Wfcn, mcU lütr 

fofort bog toic^ttöftc ®Itcb in bie gormcl 4) einfügen 

lönnen. SHfo: „ r ^ 

V = ^j2pxdx 

= 2pjr/xdx. 
Sntegricrcn »tr, bann ergtcbt fid^ : 

V=2p^y + C 

= 2px^+C. 
©d^rciSen mir »icber für 2px = y2, bann wirb: 

®a für X = 0, aud^ V= ttjirb, fo ift aud^ C = 0. 

144« 2)er 3i4att M epffimm. 

Da, tt)ic tt)ir bereits ausführten, ein ©p^äroib burc^ 
IRotation um bie üeine 9(d^fe einer Sdipfe entfte^t, fo lotrb 
in biefem gaDe 2 b = C D jur Motationga^fe. ©ic^e gig. 32. 



rr^bj 




Die @Ieic^ung ber SQipie ift, mie auS ber analqtifc^en 
©eometrie befannt: 

a? b- ^• 
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Söfen wir fte, auf Orunb ber tjotfte^enben Ueberlegung, 
naä) X Quf, fo teirb fte : 

©e^en Wir biefen 2lu§br«dE in gotmel 4a) ein: 
V=^/p{b«-y«)dy 

Snteßtieten »ir: 

/(b2_y2)dy=/b2dy-/y2dy 

= b2y-|^ + C. 
©tngcfe^t crgieBt: 

SBic man gut aug ber gtgur erfcl^cn fann, mu§ öon 
— b bis -f- b integriert werben, um ben ganjen (Sp^äroib- 
lörpcr ju erhalten. — @e^en tt)ir biefe SBerte ein : 



^^~" "F"\" ~"3~/ ~~P^ : 



= 7ra^b- 



3b^ 
jra^b 



v-.='^'{-b>+?}: 



:^a«b« 



ab'» 

jra'b 



b« 
-Tra^b. 



Vb — V^b = 



:7ra^b 



:^a^b 



(-)^(+)^a2b 



= 2^a^b — l^ra^b. 



V = Vb — V_b = 27ra2b — |:7ra2b 
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' 145« ^ttmda für Me gtometrif^ai SbiiDttibittigeii htt dntegcol^ 

I. Dnabrotnr ber Surten: F=/ydB. 
F = ijr^da in 5ßoIarfoorbtnatcn. 

D. äteftiftlation btr tmHett. 



8=/dxl/l+f'(x)2 
xo 



8 

xo 



ao 

tn $ßoIarfoorbtnatcn. 

in. Som^Ionation btr 9lotattott^a$etu 

F = 2^/yd8 
= 2jr/xd8. 

IV. ^batur btr mtatmSUxptx. 

V = jr/y2dx 
= jr/x^dy. 



Dretunb3ipan3i9<les Kapitel. 

146. 9{ene (£r!(iintng be^ Sntegml^* 

aSlSl^cr l^aben tcir bag gntcgral aK eine Utnfcl^rung bcS 
®tffcrenttatö Bctrad^tet. SBtr motten ben SnteQralbegriff 
nun tiefer ju erfaffcn fuc^cn. Oc^en mir, um ba§ ju ennög« 
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liefen, nod^ einmal auf ba§ beftimmte integral jurfidf. — 
(Erinnern mir ung junäd^ft, bag in bcr Seigre t)on bcr 
Duobrotur bcr ffuröcn bie SlufgaBe ju löfcn mar, bcn 
^xifjolt ber Ebene ju beftimmen, bie begrenjt tDurbc t)on 
ber ^röe y = f(x), ben beiben ©nborbinaten unb bcr 
•Stbfciffcnac^fe. Denfen mir un§ bie Slbfciffenad^fc Q8 ber 
Äuröe PR in n fc^r Heine gleiche Steile = A 3: geteilt 
(fiel^cgig. 33) unb burd§ bie 2:cilpunftc parallele ßinien 5ur 




Q r 0,7; 

mg. 33. 



Y*8(d^ic gelegt. Durd^ biefc S'onftruf tion toirb bie ®bcnc in 
n Streifen jcriegt. Segen wir enblid^ nod^ parallel jur 
X*?td^fc burd^ bie 5ßunfte P, P, 2C. entfpred^enbc Sinien. 
^\xi ieber ber genannten Streifen PMQT, P,M,Q,T, k. 
jerföHt bann in ein SRcd^tedE PN QT jc. unb in ein S)reied[ 
PNMk. — Der ^n^alt be§ SRed^terfg ift =yAx. 
©ei bie «bfciffe beg 5ßunfteg P: a, alfo x = a, unb bie 
abfciffc be§ 5ßunlteg R: b, alfo x = b, bann ift bie Summe 
aller SRec^tedEe, bie bajn^ifd^en liegen, augjubrüdEen burd^: 

1) Summe aller 8ted^tedEe= Zy Ax. 
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3n 1) bebeutet Z baä 3^^^" ^^^ ^^"^ cnblic^e 
©umme. ©cfecn mir y = f (x), bann ge^t 1) über in: 

x — b — Ax 

2) ©umnte aller 9?ed^tec!e= Zf(x)Ax- 

x=a 

SBirb nun n fe^r groß unb bal^er A^ fcl^^ Hein, bag 
c§ ju dx übergebt, bann rocrbcn au^ bie S)reied[e P M N 2c. 
t)erfd^tt)inbenb Hein Serben, fo bafe man fie t)ernaci^Iä[[tgen 
fann. ®amit ift nun aber bie 3^^! ber SRed^tedEc unenblid^ 
gro§ gemorben. ©oHen toir fie nunmcl^r fummieren, bann 
muffen wir für Z bag S^tegraljeid^en / fe^en. Salier 
lägt fid^ ie^t bie ®bene barftellen burd^ ba§ 
beftimmte S^^egral: 

b b 

3) F=/ydx=/f(x)dx 

a a 

= f(b)-f(a). 

SBir erlennen fomit, ba§ ein integral ju betrad^tcn 
ift alg eine ©umme, bie fic^ au8 einer unenblic^ 
großen Stnjal^I öon Elementen jufammenfe^t. 
©ine Integration ift alfo eine Summation unb 
baSgntegraljeid^en „f*' iftein@ummation§}cid^cn. 

147. 2)ie titelfttt^en 3nte§rale. 

Sie Ausführungen be§ öorfte^enben 2lbfd^nitte§ führen 
ju ben me^rfac^en Sf^tcgralen. 2Kan benfe ftd^ bie ©tredfe 
AB (fiel^e gig. 34) in eine fel^r gro§e 3^^! Heiner Jeilc 
geteilt unb ebenfo bie ©tredfe AD. 3^^^* ^«n nun burd^ 
bie Seilpunfte jur X« unb jur Y^Sld^fe parallele ßinien, 
bann jerfättt ba§ SRed^tedE AC in eine fe^r große Slnja^I 
Heiner ffted^tedte, t)on benen jcbeg ben S"^ölt dx.dy ^at. 
®er Sn^fltt beg SRed^tedEeS AC ift bann alg bag Sntegral 
über bag 5ßrobuIt dx. dy ju betrad^ten unb gtoar jtoifc^cn 
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ben ®renjen öon x = bi^ x = a unb y = big y = h *). 
gn Setd^en : 

a h 

4) 



5) 



Sntegriert man jucrft in SScjie^ung auf dx, atfo: 

a 

/dx = a 



unb bann in Sejie^ung auf dy, atfo 

h 

6) a/dy = ah = F, 



bann er^ött man ben gtöc|eninf)att beS Sled^tecfS. 9Kan 
bejcid^nct 4) al§> ein ©oppcitntegral. S)a x unb y 
ganj unabpngig in i^m finb, \o ift eS auc| gteid^gfiltig, nad^ 
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gifl. 34. 

meieret SSariablen man juerft integriert. — ^ierbon tritt 
eine SluSnal^me ein, n)enn x unb y ju einanber in einer 
beftimmten Sejiel^ung [teilen. Um \>{i^ barjulegen, n)oIIen 
tt)ir eine 8tufgabe'burd^fü^ren. 

•) 2)cnfc man fid^ bcr etnfad^^clt l^albcr A Im StnfangSpunft bc§ Äo« 
orMnateitf^ftemd. 
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3)TUter Xetl. 2)ie Sntegralted^nung. 



148. 3it4ott eine^ ^reietfd bmr^ "^opptliatt^lt p ibeftimmen. 

©iJ fott bcr Sn^alt beS^tctecfSABC (ftel^e gtö.36)mit 
ber ®runblinie a unb ber $ö§e h bcftimmt tücrbcn. STud^ 
^ter fönnen toir unS, tüte im öorigcn Slbfd^nitt, bag S)tcterf 
in ©tcmente jcriegt benfcn. gn unfcrem öorliegenbcn goll 



Y 

1 










> 


C 






/ 


k 





/ 


ee 






A 


L 


? 



gifi. 35. 



ift aber y nid^t immer glcid^, fonbetn mit »ad^fenbcn x 
Detönberlid^. S)ie Heinen SRed^tecfe dx. dy ftnb ba^er nid^t 
immer biefelben. @§ ift aber y felbfteine gunftion bon x. — 
SBir tDoHen nun bie Sluf gäbe formulieren. S)ie ßinic AG 
tt)irb burd^ bie ®Icid§ung : 

7) • y = |x 

bargeftellt. — S^tegricren tt)ir nun baiJ S)oppcüntegraI: 



3cy 



8) 



P=//dx.dy 



junäc^ft nac^ y; bann ergiebt ftc^: 



9) 



P=/yd3 
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Surren »ir bcn SBcrt bon y ein, bann tütrb 
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10) 



S)a 



11) 



^ 

F = - /xdx =-7r-- 
a/ 2a 



tft fo toirb 



®a baiJ gntcgral unferer gigur entjptcd^enb öon x = 
6tgx = a ju beftimmen tft, fo fcfeen tüir in ll)x = a. 
Somit tt)irb: 



12) 






149. ^a« bretfaile 3nteo?aI* 

©urd^ ein breifad^eS gtitegrol lann ntan fid^ leidet unb 
anjd^aulid^ ben gn^alt einc§ SörperS bargeftcllt benlen. 
©tettc man fid^ bor, bog butd^ einen Sörpcr brei jid^ unter 







/^ 




■fi 




,'-' 


</x 


>^ 



redeten SBinfcIn fd^neibenbe ©bcnen gelegt ftnb unb ju biefen 
fe^r biete parallele Sbenen, bann ift ber Sörper in eine 
grofee Qa^l Heiner 5ßri8men geteilt Sft bie Qdf)l ber Ebenen 
unenblid^ gro§, bann ift bie ®runbf[öd^c bon jebem (Slt^ 
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mentarprtSma ein 3leä)ttd t^om ^n^alt dx . dy. ^ie $ö^e 
ctnc§ ieben 5ßri§ma8 tfl dz. ©omtt ift bcr Sn^dt cine§ (Sie^ 
mentarpriStnaS (fte^e gftg. 36) au3}ubrücfen burc^ dx.dy . dz. 
aifo: 

13) dV = dx.dy.dz. 

^aS ®efamtt)oIumen entjpnd^t bem bretfad^en ^ittegral 
auSgebc^nt über dV. aifo: 

14) V=///dx.dy.dz. 



Pteninb5iDan5tgfies Kapitel. 

150. erSäntng nnb (SinttUiing btr ^tffeteiittiaglet^itnoeit. 

5)ic ©leic^ungen, in bcnen fid^ öcränbcrlid^c 
(Stößen ncbft il^ren Differentialen unb S)iffcren== 
tiolquotienten bcfinben, nennt man Differential* 
gleid^ungen. @ie n)erben in gen)ö^nlid^e unb in pars= 
tielleDifferentialgleici^ungen eingeteilt, jenad^bem jte totale 
ober partielle Differentialquotienten entl^alten. ©§ ift j. 83. : 

dx 
:5^d? = ^^ 

eine gemö^nlid^e Differentialgleid^ung unb: 

eine partielle Differentialgleid^ung. 

SBir fteUen ung nun bie Aufgabe, bie urfprünglic^e 
Oleid^ung ju finben, au§ ber bie Differentialgleid^ung ent* 
ftanben ift. Dicfe nennt man bie ^ntegralgleid^ung. 

3Ran teilt bie Differentialgleid^ungen nad^ ber 
^öl^e beg Differentials ober beg Differential* 
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quotienten in S)tffercnttalgleid^ungcn bon ber 1*^, 2^^"... 
ijtcn £)icbnung ein. @o ift 6eifpietett)eifc : 



xdy — ydx = 0, ober yyi+(55)=a 
eine ©iffctentialgleid^ung erfterDrbnung, 

eine S)ifferentialgleid^ung jmeiter Drbnung, 

dx*^ Vdx/ 

eine Differentialgleichung n*^'^ Drbnung. 

3ubem jerfoHen bie S)ifferentioIgIci(i^ungen nod^ 
in ®robe, mic bie algebraifd^en ®Ieid^ungen. S)cn ®rab 
begeid^net bie l^öc^fte 5ßotenj, in ber fid^ bog 
©tfferentiol in il^nen befinbet. 

3n ber bon un§ fd^on angeführten ©leid^ung : 

xdy — ydx= 

fte^en bie 2)ifferentialc in ber erften ^^oten j ; fie ift ba^er 
eine Differentiolgleid^ung erften ®rabe§ unb, mie mir 
miffen, aud^ erfter Orbnung. ©ie ®Ieid^ung : 

(äi)'+..+b,=o 

ift nad^ ber Definition öom jn)eiten®rabe. 

15L $omogene ^ifferenttalgkit^ungen* 

SJJan bejeid^net eine Differentialgleid^ung al§ homogen, 
tnenn bie ©umme ber Exponenten ber SJoriablen 
in jebem ®Iiebe biefelbe ift. ®o ift j. 93.: 

xydy -{- xMx + y^y = 

eine l^omogene Differentialgleid^ung, benn bie©umme ber 
©yponenten ift in jebem ®Iiebe gleid^ jtnei. 
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152. ^te nnmttttUia?e dnttgration DQlIftSnbtgtr Differentiale* 

3m brcije^ntenS'apitelfinbbieäKerfmQlebefprod^en 
toorbcn, aus bencnntan ein öoIIftänbigcSStfferentiat 
crfennen fann. 3ft banad^ : 

1) z = f(x, y), 
bann etgiebt fic^ : 

2) d. = fidx+f;dy 

afö ba§ totale ®ifferentioI ber gunitton 1). S)iffercn* 
tücrtcn tt){r fobann ben SluSbrucf ^ nad^ y unb y- nad^ x, 
fo erhielten mir bie glcid^cn S)ifferenttalc : 

. d^z ^ d^z ^ 

^ dj . dx dx .dy ' 

®S ift olfo etnS'ennjcid^cn für einboIlftönblgcS 
Differential, ba§ eS alS gleichgültig erfd^eint, ob 
man biegunftion erft nad^ x unb bann nac^ y> ober 
umgefe^rt bifferentiiert ^at. 

SBir ttJoHen, tt)ie e§ gebröud^Iid^ ift, 2) unb 3) ein menig 
anberS fd^reiben. ©e^en tt)ir bie partiellen Differentiale 
ber gunftion : 

z = f(x, y), 



4) ^ = 
*^ dx 


=p »b f;= 


Q, 




bonn gel^t ©leic^ung 


2) über in: 






5) dj 


z = Pdx + Qdy. 






Differentiieren mir nun P nad^ y 
ergiebt fic^ : 

dj dy.dx 


unb Q nac| 


unb: 




ÖQ d'z 







öx dx.dy 
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6) esiftalfo: |f = |§. 



;: ^at ein Differential bic gorm: 

7) Pdx + Qdy, 

ober läfet e§ fid§ auf biefe gornt bringen unb ift 
jubem, gemög 6) '^ = ^> ^^nn ift bag ©ifferen* 
tial ein öonftönbigeS. 

^uf bie gorm 7) laffeit ft$ bie 2)lfferentialalei(]&ttn9en bcr 
erften0rbnttn9ttnbbe8eiftett®rabe8ftct8jpjirffü|rem®iu 
bann aud^G), fo ift bie Integration immer möglid^! 

153. ^etoei^ für ben ©rnnbfa^. 
SRel^men wir an, bafe eine (Steid^ung t)on ber gorm : 

8) dz = Pdx + Qdy 
gegeben fei, unb ba§ jubem : 

dP_dQ 

dz 
ift. SBir erinnern un§, bafe l^ierin P = ^ gef^fet toorben war. 

SBirtt)olIennunintegrieren,inbemtt)iryatöIonftantbetrad^ten: 

10) Sllfo: z=/Pdx + Y. 

y ift bie gJ^tegrationSfonftante unb afö eine gunftion 
bon y ju betrad^ten. — ©e^en mir nunmehr: 

11) /Pdx = ü, 

fo ergiebt fid^, wenn Wir biefen SBert in 10) einfügen: 

12) z = ü + Y. 

3!)ie Steile bon z foUen im ©injelnen beftimmt werben. 
S)ifferentiieren Wir bal^er biefe ©leid^ung nad^ y: 

. dz_dU , dY 

■^^^ dy~dy ' dy' 

dz 
unb fefeen, wie befannt: t— = Q, bann erhalten wir: 

©cnbt, JJtfferetttial« unb 3ntcgralrccl|nung. 15 
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SRod^ -g— aufgelöft, ergieBt: 

15) ^ = Q-^ ober: 
dy = Qdy-^dy. 

@§ ttJirb bie S^tegration nad^ y auggefül^rt: 

16) Y=/(Q-||)dy + C, 

unb btefcr SBert bon Y in 12) eingefaßt, bann ^aben toir: 

17) z = ü+/(Q-||)dy + C. 

154* mmtu. 

S)te Dorfte^cnben allgemeinen SSetrad^tungen foHen nun 
an einigen fpejiellen 93eifpielen erläutert »erben. S33ir 
l^aben bie (Sleid^ung: 

dz = (3y2 — 4x2)dy + (3x2— 8xy)dx. 

®ie (Sleid^ung foll integriert n)erben. 

Snnöd^ft l^aben lüir ju unterfuc^cn, ob unfere ©leid^ung 
ein DoIIftönbigeS Differential ift. ©e^en mir baju: 

p = 3x2_8xy unb 

Q=3y2_4x2. 

S)ie ©leid^ung l^at alfo bie getüünfc^te gorm: 

Pdx + Qdy = dz. 

9?un ift nod^ nad^ benSfiegeln inStbfd^nitt 153 jujeigen, 
ba^auc^: dP__öQ 
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®lfferentiieten wir P unb Q um bog ju ermitteln : 

dP_ a(3x'-8xy) _ 
öy~ dy ~ ^^' 

dQ_ 6(3y'-4x') _ 
öT" di — — öx. 

Unfere ©letd^ung ftellt ein »ottftänbigeS ©iffetentiol bor, 
toir f önnen olfo nac§ ben äRet^oben beS t)origen 2t6f(i^nitte8 
birelt integrieren. 

S?0(j^ ©leid^ung 11) mürbe /Pdi = U gefegt. Sllfo: 

ü=/Pdx=/(3x« — 8xy)dx. 
SKan erhält ouS Ofeid^ung 12): z = U + Y: 
z=/{3x«_8xy)dx + Y, 
z = x» — 4xV + Y. 
9lun mu§ Y beftimmt merben. S)ifferentiieren toiv na^ y : 
|i = _4x^ + ^ ober: 

Sojen tüxx in entfpred^enber SBeife ouf, bann ift: 

|| = Q + 4x^ unb: 

dY = Qdy + 4x2dy. 
©c^cn n)ir nun ben SSSert t)on Q ein, bann »irb : 
d Y = (3 y2 — 4x2)dy + 4x2dy 
= 3y2dy — 4x2dy + 4x2dy 
= 3y2dy. ©nblic^: 

Y=/3y2dy = y« + C. 

15* 
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gfigcn teir in bic ©Icid^ung z = ü + Y au(^ itod^ bcn 
SBcrt für Y ein, bann ertjalten tt)ir bic gcnjunfd^tc 
^ntcgralglcid^ung: 

155. ein atotite« 8etf)iieL 

®cgcBcn fei bie ©Icid^ung : 

dz = (2mx -|- ny + r) dx + (2py -f- öx + b) dy . 

SBirfefeen: P=2mx-}~öy + r ^^^* 

Q=2py + nx + 8. 

Unfetc ©leid^ung cntfprid^t alfo bcr gorm: 

Pdx + Qdy = dz. 

Untcrfud^cn n)ir, ob fie ein öoßftänbigeiJ Differential 
barfteUt. ©S ift: 

dP _ d(2mx + ny + r) _ 

öy"" öy """ 

dQ^ d(2py + Dx + s) _^ 

dx dx "^ ' 

Sltfo mir ^obcn aud^ l^ier "^—^t^j ^^^ lönncnintc* 
grieren. — Stad^ Sflegel 11) ift: 

U=/pdx=/(2mx + ny4-r)dx 

=mx^4~°^yH~^^' 

gn z = U + Y eingelegt, tt)irb : 

z = mx* -f- nxy -j- rx -)- Y. 
Stod^ y bifferentliert: 

dz , dY 

^ = nx + ^, 

dz 
unb barou§, toenn Q = ^ : 
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dY = Qdy — nxdy. 

@e^en tDir nun ben äSert t)on Q rin : 

Q=2py4-nx + 8, banntoirb: 

dY = (2py + M + B)dy — nxdy. 

Sntcgricrt: 

Y=/(2py + nx + 8)dy — nxdy+C 

^^ py* + öxy -f- sy — nxy + C 

= py2 + By + C. 

gfiflcn »ir btc SBcttc cnblid^ in bic (Slcic^ung z = ü + T 
ein, bann ermatten tt)ir bie Integralgleichung: 

z = mx^ + ^3[y + '^ + py^ + sy + c. 

156« ail0emeiiie gfmrm btr ^ifferentiolglei^itno tiDiit etfleit @raie 
ntb ber erfteii Orbnnng. 

SSäiff man ganj allgemein eine ©iffcrcntialglcid^ung bcr 
etften Drbnung unb bcS erften (Stabeg barftellen, bann 
bcjeic^net man ftc burd^ : 

18) K''y'5i) = <^- 

iWan fann fic immer, tt)ie tt)ir fallen, auf bie gorm : 

Pdx + Qdy = jurücfful^ren. 

Soft man ben S(ugbrucf 18) auf, bann erhält man auc^ 
bie Sorm: 

Sft nun P eine gunition öon x unb Q eine Sunitlon 
bon y, alfo: 
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20) P=X unb Q = Y, 

fo erl^ölt man ba^ Sntegtal: 

21) /Xdx+/Ydy = C. 

®aS ^ttlegral lann man aBer immer mit $ilfe unfcrcr 
Sntegtationgformcin integrieren, gft eg nun nid^t ber gaH, 
ba§ bic integrale in biefer gorm fid^ unmittcIBar barbicten, 
bann fann man eS in bieten gäUen burd^ Trennung 
((Separation) ber SSeränbertid^en erreid^en. 

157. 3nte0ratio]i 5itr4 ^renimno 5tr SSarialbelii. 

2ln einigen 93eifpielen tooöen n?ir auSeinanberfe^en, toie 
man fid^ in fold^en göHen öer^ätt. 

®ie ©ifferentialgleid^ung : 

xdy = ydx 

fott integriert toerben. 

S)iöibiert man jte burd^ baS 5ßrobuftxy, fo erl^ölt man: 

dy d.x 

ober: ^-^ = 0. 

y X 

S)ie ©leid^ung entfprid^t ber fjorm 21) unb lann fofort 
Integriert toerben. @g ift: 

Sluggefü^rt: ly — lx = lC. 

®§ ift vorteilhaft, in einem f old^en gaUe bie SntegrationSs: 
lonftante aud§ unter baS ßogaritl^menäeid^en }u fefeen. 
Stcl^men toir ben 9tumeru§, bonn erhalten toir, nad^bem 
toir gefegt ^aben : 
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X 

ober: y = Cx. 

158. (Sin atoette^ mpiti. 

S){c ©iffercntiolgletc^ung fei: 

XYdx + X,Y,dy = 0. 

©S finb in i^r X unb X, gunftionen bon x, unb Y unb Y, 
gunftionen öon y. 

©iöibierctt tüxx bieöIetc^ungburd^X^Y, foctl^altentDir: 

^dx + Y^dy=0. 

SBte man fielet, ift ba§ ein 2lu§btudE, ben mon bireft 
integrieren lann. 6§ totrb : 



/|d.+/|.'dy = C. 



159. @in Driltt^ Stif)iieL 

SBir »oHen nun einige Seifpiele tjorfü^rcn, in benen 
geometrif d^e Slufgoben burd^ Differential* 
gleid^u.ngen il^re Söfung finben. @§ foll bie 
©leid^ung ber Irummen Sinie ermittelt wer* 
ben, Bei ber bie ©ubnormale ber Stbfciffe 
gteic^ ift. 

SBle tt)ir in Sapitel 10 jeigten, ift hit gormel für bie 

dv 
@nBnormaIe = y j^* 3lIfo mirb unfere (Sleic^ung: 

dy 

ydi=^- 
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$tCTau§ folgt unmtttcl6at : 

ydy = xdx. 
®ic aSariaBcIn pnb fomit fcparicrt. 
gntegricrcn rotr : 

/ydy + c — /xdx -f- c = 0. 
®a]^cr: y*+2c = x*. 

©e^cn tt)ir 2c = 1^, bann ^a6cn wir: 

®a8 ift btc gcfud^tc (Slcid^ung. 

160. eilt Vierte« »eiftiteL 

SBie ]^ei§t bic (Sleid^ung ber Sinic, beten ©u6* 
tangente ber boppelten Slbfciffe gleid^ ift? — Die 

gomtel für bie ©ubtangcnte ift nod^ Kapitel 10 =yg^* 

Sir erhalten fomit bcn Slnfofe : 

ya^=2x. 

(Sofort ergiebt fid^ ^ierauS bie Trennung bcrSSariabeln: 

2^ = ^- 

y X 

integriert: 21y = Ix + Ic 

= lcx. 
®emä6 ben ©efe^en ber Sogaritl^men : 

y8 = CX. 

S)a8 ift ober bie gormel für bie ^ßarobel. 

161« 92u^cn ber 2)tfferenttalglti4u]igem 

9luS ben öorfte^enben 53eifptelcn tritt rcd^t Hat ber 
SRufeen ber S)ifferentialgleid)ungen l^eröor. SBir erfe^en au8 
il^nen, bag ntan au8 gewiffen SBejie^ungen, bie man j, ©. an 
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einer Sintc ermittelte, fällig ift, bie ganje ßuröc fcftjufteUcn. 
@o lann man in bcn 9?nturtt)tffenf(^aftcn au8 einjelncn 
SBeoSad^tungen ben 8Beg, b. ]&. bie kuxt)t pnben, auf bcr 
ft(^ ein Körper, j. 83. ein 5ßlanet, Bettjegen mug. 

162. 3ittrgrationtaett0be bnr^ en^ftitntioit. 

@(i^on in ben (Elementen ber ällgebra n^irb gejeigt, bog 
man burd^ ©infül^rung entfprcd^enber 8tui&brüdfc, einer 
(Slcid^ung eine für bie 99ered^nung gefd^icftere gorm geben 
lonn. äud^ bie Integration fomplijierter gunftionen 
erletd^terten refp. ermöglichten »ir überl^oupt im SSoi* 
ftel^enben burc^ gefd^irfte ©ubftitutionen. S)aSfeI6e gilt 
aud^ für bie ^ifferentialgleid^ungen, totnn man bie 
gntegrolgleid^ungen ju finben loünfd^t. 

SSir motten m8 babei merlett^ ba^ eine Differential' 
gletd^nng immer bnrd^ Sniftitution integrierkr gemalt 
mtrben lonn^ toenn fte l^omogen ift — 8lud& bas foß on 
Säeifpielen gejeigt mcrben. 

163. ein i»eifpiel 

S)ie l^omogene S)ifferentialgleid^ung : 

(x + y)dx + (y — x)dy = 
f ott integriert toerben. ©efeen mir in unferem gaße : 

y = rx, 
bann ift tfud^ : dy = rdx -|- xdr. 

©e^en n)ir biefe SBerte in unfere ®teid^ung ein : 
(x-f-rx) dx4- (rx — x) (rdx-f xdr) = 0. 

®it)ibieren tüir burd^ x, bann ift: . 

x(l + r)dx . x(r-^l)(rdx+xdr) _ 
X • X 

unb: (l+r)dx + (r— l)(rdx + xdr) = 0. 
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Söfcn h)ir bic Slammcrn : 

dx-f-rdx-}"^^^^"!"^*^^ — ^^^ — xdr= 0. 
dx-f-r^dx + rxdr — xdr=0. 

gaffen toir bic cntfprcti^cnben ©lieber jufantmcn: 
(l+r2)dx-4-x(r— l)dr=0. 

3)urc^ bic Trennung bcr aSariaBcIn erhalten toir : 
dx , (r-~l)dr 



= 
X • X -t- r- 

ober: 



X • l + r« 
dx I rdr dr 



X « l+r»""l+r» 
9?un ift bie S^tegratton unmittelbar mögliti^ : 

/dx , Trdr _ fdT 
Jx ^Ji+t'~Ji+t'' 

Unb: lx + il(l+r2)4-lc = arctaDgr. 

©efeen toir nun bie urfprünglicl^cn SBerte toieber jurüdE. 
@S toar y = rx; ba^er: 

r = ^; v^ = ~» ©oniit: 

lx + il{l+g} + lc = arctaDg(j). 
©nblid^ mit Serücffid^ttgung ber logarit^mifd^en Siegeln : 
1 c (x2 + y 2)V2 = arc tang (^ • 

164 mn atoette« «elf^feL 

@§ foll bie Oleid^ung für eine Surbe ermittelt 
werben, beren Subtangcnte ber S)iffercnj jtoifd^en 
ber Drbinate unb ber Slbfcijfc gleild^ ift. 3Kit »e^ 
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rüdfftd^tigung ber STBIeitungcn im fiapitet 10 crl^alten toir 
bie ©leic^ung : 

dx 

ober : ydx = (y — x) dy. 

?(tö ©ubftttuttonSgröfec fc^cn ttjir: x = ry. Daburd^ 
totrb: dx = rdy + ydr. — ©e^en mir bie SBertc ein: 

y(r.dy + ydr) = (y — ry)dy) 
rydy-|-y*dr = ydy — rydy 
y2dr-f-2rydy = ydy 
y2dr + (2ry — y)dy = 
y2dr4-y(2r— l)dy=0 
ydr + (2r-l)dy = 

Diöibiert burd^ (2r— l)y crgicbt enblid^: 
dr 



unb 

enttoidfeln 

nad^ ber 

gleite. 



2r-l • y "• 

Durd^ Integration folgt unmittctBar: 
il(2r — l) + ly = lc. 

©c^cn toir nun toieberum r = — , fo mirb : 



Duabrieren toir: 



., + ,,(-p^)=Ie. 



iy*+if-^^)=ie« 



l(2xy — y«) = lc«. 

gatten bie ßogortt^menäetd^en fort unb foffen Wir ju= 
fammen, bann ergiebt [\ä) enblid^ : 

2iy — y*:^c* 

unb: y(2x — y) = c*. 



dby Google 



236 X)tUter XcU. S)te ^ntettalied^tmng. 

165. ^a^ {^omogenma^en bcr S^fffemttialgld^ititgetL 

©tnb Diffcrcntialglciti^ungcn ntd^t l^omogen, fo gelingt 
cS bo<S^ §äufig, fie ^omogcn ju mad^cn. DaS gcfc^tc|t 
jumcift butd^ cntfprcd^enbc @u6ftitutionen. ?lucl^ ift oft eine 
SSerfd^icbung bcgSoorbinotcnj^ftemgcrfoIgreid^, inbemntan 
j. 33. X = X, 4" ^ ""^ y == y» + V fcfet unb u unb v ers= 
mtttcit. 

166« ^ie linearen 2)iffetenttalglei4inngen. 

äRan Be^eid^net hiermit eine ?lrt ®ifferentialglci(i^ungcn 
ber crften Dxbnung unb be§ erften (SrobeS öon bcr gorm: 

22) dy + yf(x)dx = F(x)dx. 

Sn biefer ©Icid^ung bebeuten f(x) unb F(x) ftetige 
gunfttonen öon x. — ®8 giebt jur Söfung biefer ©tfferentiafc 
glcid^ung öiele SSSege, ttJtr bebienen un8 im Stnfd^Iufe an blc 
öor^ergel^enben Slu^fül^rungen bcrSRet^obe ber ©ubflitution. 
— ®8 fei ]^ier5u miebcrum y = rz unb dy = rdz + zdr. 

gügen toir biefe Slugbrücfe in ®lei(^ung 22) ein. 

23) rdz + zdr + rzf(x)dx = F(x)dx. 

gaffen toir entf^jred^enb jufammen unb rebujieren auf 
ffluU, bann ift: 

24) [rdz + rzf(x)dx] + (zdr — F(x)dx) = 0. 

SBir bürfen anncl^men, baß eine jebe bcr Beiben 
klammern für fid^ 3?uH ift, unb tt)ir l^aben fomit aud^ jtoel 
©leid^ungen, au^ benen bie Unbefannten r unb z ermittelt 
merben lönnen. 3)aS ttJoHen ttjir nun burc^fül^ren. 

®ie beiben ©leic^ungen tauten : 

25) a) rdz + rzf(x)dx = 
ß) zdr — F(x)dx = 0. 

atebuiteren tt)ir junöc^ft a) in folgenber SBeife : 
rdz-f-rzfWdx= 0; 
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bofür: dz + zfWdx = 

irab — = — f(x)dx. 

z ^ ^ 

Sntegrictcn toxi : 

/^ = -/f(x)dx, 
banttift: lz = — /f(x)dx 

uitb: — /f(x)dx 

z = e. 
Scl^anbeln mir nun bic ©Icid^ung /?): 

zdr — F(x)dx = 

F(x)dx 

ar = • 

z 

Sn btcfcn StuSbrucf fe^en mir bcn SBert öon z ein. Sllfo: 

A F(x)dx 
dr= — Y^ • 

^-/f(x)dx 

Sntcgriert: r= f-^^ + C 

/. /'f(x)dx 

r=/F(x).e-^ dx+C. 

©efeen ttJtr bic SBcrte für z unb r enblid^ in ben ©ub^ 
flttution§au§brucf y = rz ein. 

Dann ergiebt fid^ : 

/-f(x)dxr /f(x)dx I 



26) y = e-' iF(x).e-' dx 



167. ®in ©etWiieL 
S)ic lineare S)ifferentialglei(^ung 

g + ay = be- 

foll integriert merben. 
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ajiögc ber Sefcr bie Aufgabe jur Uebung butd^ful^ren. 
S)ieSöfung giebt: 



"=2Ti{''^-^''~"y 



168* ^er inteörtewnbe gfotton 

S33ir fc^cn, ha^ iebc DiffcrentioIsCäleid^ung crftcr Drbnung 
unb erften ©rabeS fidi auf bic gorm : 

27) Pdx + Qcly = 

jurüdEfül^ren läßt. (£§ lann nun ber gaC eintreten, bag ba§ 
Differential gmifd^cn bcn SJariabeln x unb y lein 
öoIIftönbigeS ift, bag bic Integration alfo nid^t un^^ 
mittelbar burdigefü^rt ttjerben fann. SKan ift in fold^cn 
göHen immer im ftanbe einen gaftor u anjugcben, ber fcIBft 
eine gunftion bon x unb y ift unb ber bog Differential ju 
einem bottftänbigen ma6^t Die Qa^l u nennt man bcn 
integricrenben gaftor. 

gül^ren mir bcn integricrenben galtor in 27) ein, bann 
gel^t bie gorm über in : 

28) P.u.dx + Q.udy = 0. 

Unferen 2tu§fü^rungen im brciäcl^nten ffapitcl cnt^ 
fpred^enb muß bann al§ Sennäcie^en für ein boIlftänbigeS 
Differential bie Sejie^ung gelten : 

d(u.P) _d(u.Q) 
^^^ dj — ^dx ' 

gurren mir bcn auSbrudt 29) aug. Da§ giebt: 

Sft eg mögtid^, u auS ber ©leid^ung 30) ju ermitteln, 
bann ift e§ nur nötig, ba§ Differential mit u ju multipli:: 
jicren unb bie Integration ift ju öottenben. 

SBir ttJoHen einige einfad^en göHc ^ier mitteilen. 
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169« ^et integrierende gfattor n ift attein eine Sunitton t^nn x. 

Sft ba§ ber gall, bann ttJtrb in ©leidöung 30): 

du ^ .du du 

— - = unb T- == :r- • 
öy dx dx 

gügen n)tr biefc SBertc in 30) ein, fo h)itb: 

^1) M'd^-d7}=-Qd^ 

unb ]^ierau§ : -|^ = -^zZq~~ ' ^^ 



dP dQ 

dy dx 



dx. 



Q 

Unb toirb integriert, fo ergiebt ftd^ : 
.^__dQ 

32) iu = j^^Qi^dx. 

170. 2)er integrierenbe gfaltor n fei allein eine fjfunltion tion y. 

Sn ber (SIet(i^ung 30) iDtrb bann : 

du ^ .du du 

r— = unb N- = :r- • 
dx dy dy 

Sul^rcn tt)tr biefelben SRed^nungen mie in 169 auS, bann 
ergiebt ftdb : 

dQ dP 

du dx dy - . 

— = p-^-dy unb: 

.dQ__^ 

33) lu = i^^-p^dy. 
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3n fel^r biclcn gättcn lann man unmittcIBor crfcnnen, 
tote bct intcgricrcnbc gaftor lauten mug. ©ei j. S. bic 
Diffcrentiat®leicl^unö : 

xdy — ydi = 
gegeben. 

Unterfuhren wir, 06 l^icr ein öoUftönbtgcg Differential 
bortiegt ©ei ju bcm S^^^ 

P = X unb Q = — y, bann ift : 

unb: iP = — 1. 

S)aS Differential ift alfo nid^t boDftönbig. 9Kancrfennt 
nun fel^r leidet, ba^, menn bie ®Ici(irung burd^ x.y 
biöibiert toirb, ein 9tu§brud erfc^eint, ber integrierbar ift. 
Sßämlic^: 

7 X 
Sllfo: ly — lx = lc 

X 

Unbcnblid^: y = cx. 

2)cr integriercnbe gaftor ttjar in biefem galle : —; • 

xy 
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^unfunbjipansigfles KapiteL 
Pit ^ifetmtiatitci^mim (Sortfefcung). 

172. ^fffertntialglei^nngen etftcr Crbtmng mh f^if^ttm ®xaM. 

SStr muffen unS an biefer ©teile mit einigen eins 
fad^en götten begnügen, bie einen ©inblidt in ben ®ong 
ber Söfungen geben. ®ie ®Ieicf|ungen ^ö^eren ®rabe§ 
fül^ren jumeift auf ©d^ttJierigfeitcn, bie ben SRal^men be§ 
borliegenben Keinen SSSerld^enS weit überfteigen. — Um jum 
fd^neHen SSerftftnbniS ju gelongen, fei eine S)ifferentiat 
gleid^ung erfter Drbnung unb jmeiten ®robe§ gegeben : 

Sielten mir bie SButjel, fo erl^alten h)ir fofort bie beiben 
©leic^ungen : 

Unb barauS: 

3) cly = aclx unb cly = — adx. 
^mi) Integration ergiebt fid^ : 

4) y = ax-j-c; y = — ax-f-c,. 

®ann erl^ält man baS bollflänbige gntegral burcfj 
SKuIHpIifation. älfo: 

5) (y — ax — c)(y + ax — c,) = 0. 

2c ^ö^er ber ®rab einer ©leic^ung ift, um fo me^r 
SBurjeln unb Sntegralgleid^ungen mirb man erhalten. 
(£ine ©leid^ung nten ®rabe§ ergiebt fomit n 

©cnbt, a)ijfcrentia(= u. 3"t«9TaIrc(f;nung. 16 
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SSurjcIn unb n SHtegralglctd^ungcn. 3)ic Grmitte- 
hing ber SBur^eln fä^rt aber im allgemeinen auf groge 
oIge6rotfd§e ©d^mierigfciten. 

173« anbete Sofnngem 

Sfit beflimmtc gäffe fonn man ben ©tffcrentialgleid^ungen 
^ö^eren ®Tobe8 aud^ noi) auf anbere SBeife nal^e treten; 
bai^ foQ an einigen t^öUen ßargelegt werben. 

©ei eine Differentialgleichung gegeben, bie 
bie SSariabley nic^t entl^ält unb na(]^ x auflösbar 
ift. ©e^en mir, tt)ie fd^on l^öufig an anberen ©teilen, 

g| = p, alfo dy = pdx. 

S)ie genannte ®Ieid§ung U)irb bie gorm ^oben: 

6) x = 99(p). 
©ifferentiieren mir 6), bann tft: 

7) dx = 99'(p)dp. 
^ierau§ ergiebt fid^ fofort: 

8) dy = pdx = 99' (p) pdp. 
S)urd^ bie S^^tegration folgt fobann : 

9) y=/9^'(p).pdpr|-C. 

S)ie ©leid^ungen 6) unb 9) geftatten bie ©liminotion 
öon p; bann ^at man W ®(eic^ung jmifd^en x unb y. — 
SDa§ lüoHen mir burrf) ein ^öeijpiet erläutern:. 

174. ©in SdftjieL 

(£g fei: 

x = 3p*--5p=2-f-6p — 5. 

SBerfol^ren mir nun gonj mie in 173. 3"^ö^f^ bifferen^ 
tiieren mir: 

dx=(12p3— 10p + 6)dp. 
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2Bir fSnncn nun fd^rciben: 

dy = pdr = (12p«— 10p + 6).pdp 

= (12p*— 10p« + 6p)dp. 
integriert: 

y=/(12p*-10p« + 6p)dp 

8(uS bcr crftcn unb ber legten ©leid^ung biefc« ©eifpielefi 
ift enbltd^ p gu eliminieren : 

175« Sitbere Siifitit8^metl(0be. 

@d lann eine ®Ieic^ung toit in 173 bel^anbelt werben, 
menn fte bie SSarioble x nid^t enthält unb naä) j 
auflösbar ift. Die Olcid^ung lautet: 

10) J = (p(v)' 
dy 

2)0 ttJtr p = j^ fefeen, ift wieberum dy = pdx. 

8lug ©leid^ung 10) erhalten toir dy = 99'(p)dp, olfo 
crgicbt fxi) : 

11) dy = pdx = 99'(p)dp. 
$ierau8: 

12) dx = ^ 
Sntegriert: 

13) x=|^ + C. 

176. 20fnn0^met^oben. 

gineßöfung lägt ftd^ audi finben, menn bie 2)ifferentiat 
gleid^ung in ber gorm er jd^eint : 

14) y = px + 9^(p) = |f-x + 9'g)- 

16* 
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Siffcrcntücrcn mir bie ®Ict(i^uitg 14), bann ift: 

15) dy = pdx + xdp + 9^'(p)dp. 
SBir erinnern ung, bag mir fd^rciben lonnten: 

16) dy = pdx. 

©ubtral^ictcn mir ben äugbrud 16) öom 9(uSbrucf 15), 
bann bleibt: 

17) xdp-|-9^'(p)dp= ober: 

17a) ix + 9^'(p)}.dp = 0. 

3)iefe ®(eicl^ung mug nun, mie mir au$ ber SlIgeBra 
miffen, ben Scjiel^ungen genügen : 

18) dp = unb 

19) x + 9?'(p) = 0. 

S)ie Integration öon ©leid^ung 18) ergicbt fofort: 

20) p = c. 

©efeen mir biefen SBert in bie Urfprungggleid^ung 14) 
ein, bann erhalten mir bie Söfung : 

21) y = cx + 9?(c). 

Stud^ bie ®IeidE|ung 19) fü^rt unS ju einer SBeftimmung 
öon 14). SBir erje^en fofort oug 19), bog man fic auf p 
jurücffü^ren fann ; man empfängt bann bie Söfung : 

P = f(x). 
©efeen mir biefen äugbrucf in 14) ein, bann erhalten 
mir eine jmeite Söfung : 

22) y = f(x).x + <^{f(x)}- 

S)ie beiben (SIeidjungen 21) unb .22) l^aben feine ^on= 
ftonten, fie fönnen bafer aud^ nic^t einem öoUfommenen 
SntegroIberUrfprungggleidjung entfpred^en. 3Kan be^eid^net 
folc^e Siitegrationen ber 23iffcrentialgleid^ungen, bie ol^nc 
mirflic^e S^tegration burd^geful^rt mürben, alS fingulörc 
integrale ober befonbere 5tuflöfungen. 
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177. eilt mpiü. ' 

®ic ©tifcrenttalgleid^ung foll l^ctgcn : 

y dx -— xdy == a rdx^-pdy^ 

SBir motten junödifl jctgen, bog fic bcr gorm 14) im 
öoriö^ii Sttfd^nitt entfprid^t. Um baS ju crretd^cn biöibtcrcn 
mir fic burd^ dx, bann n^irb fic: 



^-^%='f+m- 



©efecn totr nun, tt)ic gcBröud^Iid^ ift, p = ^, bann ift: 

dx 

y — px = ayi + p2. 

Ober: y = px + a/r+p^ 

S)cr ÄuSbrud ftimmt mit 14) überein. 

SSerfa^rcn xoxx nun ganj mie im öorftc^enbcn Stbfd^nitt. 
SBir biffcrcntiicren: 

dy = pdx + xdp4--=^=dp. 

yi + p» 
©ubtral^iercn xoxx ^ierüon dy =pdx, bann bleibt: 
xdp + ^dp=«, 

SBieberum giebt baS bie beibcn ©Icid^ungcn : 
dp = 
unb --^ ^^ — A 



SluS bcr crften biefer Beiben ©leidöungcn erhalten Xoxx : 
p = c. ©e^cn xoxx in bie ®Iei(]^ung für y ein, bann ^a ben 
wir baS finguläre integral: y = cx-f-ayiH-c2. 
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SBit tDoflen nun bad onbctc ftngulärc 3«tcgral er* 

mtttcin. ®ic ©Icic^ung x + ,. ^^ ^ = gic6t nad^ p anf^ 
gelöft: '^^ + P 



7?^ 



©cfecn totr aud^ bicfcn SSäcrt in bie ®Ict(i^ung für y ein, 
fo erhalten toix: 

_ ±x« , i / a' 
± X» , a« 



Va' - X» ' Vi?^^ 
(Snblic^ atö s^eite fingulöre 9(uf{dfung : 
y = ya2 — x^ 

178* ^ie ^ifferenttolgleid^nngen ^ö^eret Orbnnttg. 

®ic Differentialgleichungen ber l^ö^ercnDrbnung gehören 
mit ju bcn fd^mierigften ®e6ieten ber l^ö^cren SKat^ematif. 
Sie ftnb nur in einigen bejonberen g&ttcn öoHfommcn }u 
integrieren. ®ennod& fpielen gerabe fic in ber ^l^^ftl unb 
ben öertoanbten S)i8ätplinen eine fel^r bebcutcnbc dtoUt. 
SSon fold^en profttfd^en Sfufgaben tootten n)ir l^ier einige 
öorfü^ren. 

179« (gilt 8etf))teU 

e^ fei bie Differentialgleichung jmeiter Drbnung gegefien: 

23) g = a. 
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dy 
©c^en toir tüieber P = j^» t>önit xoxxh : 

dp d^ 

dx~dx»~** 

®^^^^ dx^^*' dp = adx. 

Sntegricrcn h)ir blcicn SluSbrud: 

/dp = a/dx, fomirb: 

24) p = ax-fc. 

©c^en mir nun toicber ben SBert für p ein: 

jj = ax + c, ober: 

dy = axdx + cdx unb integrieren : 

25) y = a/xdx + c/dx 

= -2- + cx + d. 

180. 3i(fereittialg(ei((ungen^ in benen {!(( ber eine Differential« 

iinotient a(^ eine f^nnltion ht§ nüi^ftniebrigeren 2)ifferential« 

qnotienten barfteHen ISgt 

®§ fei bn^er: 

©e^en wir bie Sejeic^nung p ein, bonit ge!^t 26) ü6er in : 

27) Ji=F(p)- 2lIfo: 

dx = ^, unb: 

3)0 nun dy = pdx ift unb dx = ppr, fo ift auc^: 
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Sntegricrcn tt)ir cnblic^, fo toirb : 

9?e]^men h)ir l^iefju eine Aufgabe atö Seifpiel. 

181« eine ^nfgabe. 

©^ fei bie 2)tfferentialgleici^un9 : 

3Kit ^ilfe ber befonnten 93ejie]§ungen h)irb fie: 

unb l^ierouS, noc^ bcn Stugfül^rungen be§ borfte^enben W)^ 
fd^nitte^, h)irb iDeiter: 

dx = ,-7=== unb: 



dy = 






t^l + P^ 
Sntegrieren tt)ir nun, bann entfielen bie ©Icid^ungen: 



-h 



dp _ 



i!p+yr+p»i+ci 



93ete(i^nen wir ^ternuS junäd^ft p. Sllfo: 

(y — C2)«=l+p«. 2)o^er: 

P=y(y — C^)^-!. 

©efeeit toir biefen SBert in ben StuSbrudE für i ein, bonn 
etgiebt ft(| enblid^ : 

x = lly-C2+y(y-C2?-l! + Ci. 
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182« 2)er $)0tüe Stffereittialiniotient fei eine ^nitiMoit htt Wfdffe« 

30) S = FW- 
©c^cn lüir tuicbcr P = jj» i>fl"" tolrb: 

^ = F(x) unb: 

31) dp = F(x)dx, 

32) p=/F(x)dx + Ci. 
©e^cn tüir für bog ^wtcgral: 

/F(x)dx = f(x), 
bann gc^t 32) ü6cr in: 

dy = f(x)dx + Cidx. 
Sntcgricrcn mir : 

33) y=/f(x)dx+CiX + C2. 

183. 3er gioeite Sifferentialpotieitt fei eine SfnnIHon )^ün y. 

S)ie ®Icid^ung lautet fomit: 

34) ^^=^(y)- 

SBieberum bcbtenen lüir un§ bcr ?lu8brüdEc : 

dy , dp d'y 

P = T^ unb T^ = Xa • 
^ dx dx dx* 

Salier tDtrb : 

•34 a) 5i=F(y) unb dp = F(y)dx. 

dy 
S)a nun, tok man fofort ericnnt, dx = -^ toirb, cr== 

Italien mir: ^ 

35) dp = F(y)dx = ?:Mdl. 
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^ierauiS loieberum folgt tomn man mit ikoei multtpßjtert : 

2pdp = 2F(y)dy. 
Sntcgrtcrt: 

36) P' = 2/F(y)dy + Ci. 

®^^*^^ ^=}^2/F(y)dy + C, 

dy 



dx = 



©nblic^: 



-k 



j/2/F(y)dy + C, 
dy 



2/F(y)dy + C, 



184 (Blettl^ititgeit i^on ffif^mt Orbmtitg a(^ ber ^loettett 

ftnbenin bcr SKed^antl unb $ß^5ftf nur fel^r feiten SScr* 
tt)enbun9 ; mir motten eS alfo für unfere engen Ser^ältniffe 
mit ben öorftel^enben Seifpielen bemenben laffen. 



Se(^5nnb5n>an5tgfle5 Kapitel. 

^ie homptextn ^a^ttn. 

185* angemtme (Erffitenng. 

©d^on in ber Sllgebra merben mir mit einer eigentüm== 
lid^en Qa^leuQxuppt, ben imaginären Saufen, befannt. 
©ine imaginäre 3^^! entfielet belanntlid^, menn man eine 
gerabe SBurjel aug einer negatiben Qaf)i ju ermitteln ber:= 
fud^t. @o ift j. 95. ber auSbrudE /— 4 eine imoginäre 3a^I. 
Sitte imaginären ggl^te n fon n man auf e ine beftimmte ®rö|e 
jurüdEfü^ren, f o ift : V— 4 = 2 . V^ . 

S)er augbrudE V-^ mirb belanntlid^ feit (Saug mit 
bem aSud^ftaben i bejeid^net. S)er SBert tjon V — 1 = i ift, 
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tücnn man i^n potentticrt einer 6eftimmten ^criobc unter* 
tüorfcn, in ber btefelben SDScrte immer toteberlel^ren. ©cnn 
e§ tt)irb, tt)ie mon fielet : 

i=(yiil=i. 
1) (i).=(yz:r)«=(yirT)(yirT) = _i 

(i)s=(icn)'=(yiri)«oc:i)=_yzn:=_i 
(i)*=(yiii)*(yiii)»=_i._i = i 

(i)»=(y=:T)*(y::rT)=V=i=i. 

S)er SBcrt bon i^ = i. 

SScrbinbct man eine imaginäre Qdf)i mit einer reellen 
Saf)i burd^ «bbition ober ©ubtraltion, j. 8.: 

2) a±bi = a±b.y^, 

fo erl^ölt man eine So^Ienöerbinbung, bie man alg tom^ 
pieje 3^^I ober fompieje ®rö|e bejeic^net. 3)ie 
lompiejen 3fl^^Ji fpielen in ber l^ö^eren SKat^ematif eine 
l^erborragenbe SRoHc. 8(uc^ auf tcc^nifd^cm ©ebiete werben 
fte ie^t öielfac^ ^eröorgejogen; beS^alb motten mir t^re 
bcbeutunggbotten ©cfeftc unb äJejiel^ungen l^ier folgen laffen. 

186» Sie 9ie(iimn9 ntit ben Iom)i(c|t]i 3a|fleit. 

SBir motten geigen, ba| man mit ben lompleyen 
ßal^lcn wie mit ben reellen red^nen fann unb, baß 
man babei im IRefultat mieberum auf fompieje 
gormen ftöfet. 

^bttion« 3^ci lompieje 3a^Ien: (a + bi) unb 
(a-|-/8i) follen abbiert merben. 

aKan abbiert in biefem gatte bie reetten mit ben reetten 
unb bie imaginären mit ben imaginären 3ö^len. Sllfo: 

3) (a + bi) + (a + ^i) = (a + a) + (b + )8)i. 

©efeen mir (a + «) = A unb (b + )8) = B, fo erhält 
man aU Summe mieberum bie fompieje gorm A-f-Bi- 
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©ttbtraftwn* ®tc lomplejcn ßa^Icn (a + bi) unb 
(a-^-ßi) foücn jubtral^icrt toerbcn. '^n ber cnt:= 
fprec^cnben SBeife mie bei ber Slbbttion erl^ält man : 
4) (a + bi) — (a-fi8i) = (a-a) + (b-/8)i. 

SWnlti^lIifatWlt. 2)te fompiejen QaffUn (a + bi) 
unb (a-f-ßi) follen mit einanber multiplijiert 
to erben. SBir tüotfen bie iRcd^nung tnirflid^ auSfül^ren nac^ 
bcn SRegeln ber Stlgcbrn. 

6) (a + bi)(a + /?i) = aa + abi + a/8i + b.i8i.i 

= aa + abi-(-a/8i — h.ß 

== (aa — bi8) + (ab + a/?)i. 

187. Sie loniitgierteit Untifitj^n S^^^* Vbm, SRobttln^» 

Sine bemerfenStoerte SluSna^mc. tritt bei ber 9KuIti=s 
plilation jtüeier lompiejen Qa^en ein, bie fid& nur burc^ 
bQgSSorjeic^en bon einanber unterfc^eiben, SKuItipIiäicrcn 
mir Qu8 : 

6) (a + bi) (a — bi) = a« + b». 

SBir erholten olfo l^ter ate SRefuItat eine reelle ®röge. 
3tüei fompiejc Qa\)Un, tüie hxt in 6), bie fid^ nur 
burd^ ba§ SSorgeid^en ber imaginären (Srößen bon 
einanber unterfc^eiben, i^eigen lonfugterte lom- 
pltft 3^1^ ®fl^ 5ßrobuft jmeier lomplejen 
foniugierten gal^Ien (a^-f-b^) nennt man Me 9lontU 

®ie pofitiüe Duabrattüurjel (Va^-j-^^) ^"^ ^^^ 
^orm mirb aU btX MobnhS bejeid^net. Um an« 
jubeuten, bag bie 5Rorm ju einer lompiejen 3q^I ermittelt 
merben foß, ift e§ gcbröud^Iid^, ein „N" baPor ju fc^en. 
Slljo: 

7) N(a + bi) = N(a — bi) = a2 + bl 

Sur Sejeic^nung beSSRobuIuS einer fompleyen Qafjll 
enblic^ fej^t man ein „M" bor biefelbe. 8IIfo: 

8) M(a + bi) = M(a — bi) = ya2 + b2. 
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188* 3)te 2)ilitftoi. 

Stoti lomple^e Qa^itn foHen burd^ etnanber 
btötbtcrt toerbcn. ^ , ^! ' 

a + ßi 

2Btr tooffcn 3ö^Ict unb SKcnncr bicfcS Srud^cS mit bcr 
f onjiugicrten Qaf)l bc§ 9?cnncrS multiplijtcrcn. Sllfo : 
Q\ ^ + ^^ (a + bi)(a — /?i) _ aa + abi — a^i + b/? 

(aa + hß) 4- (ab — affl i 

— a^ + /?« 

189. Smaginüre «bt^brBde ist Der (g^iioneiittalittlie. 

gm aBfd^nitt 8 ftnben tt)ir bic Se^iel^unö: 

©e^en Wir in biefc 3lci^c für a bcn ®crt ia, bann 
crl^altcn tüir unter SSerücfftd^tigung öon 1) : 

10) e^a=i + ia-2T-3^ + ^ + ^-^ h- 

brennen tt)tr in 10) bie reellen ©lieber bon ben 
imaginären, bann folgt: 

11) e» = {l-|l + ?;-|^ + _} 

gn ber „Safel ber Steigen" finben mix, bog: 



X' , X* X" 



2 ! "^ 4 ! 6 ! ' 



COSX' 



x^ x^ X ^ 

unb ^~~3l + 5]~7l~f =8inx. ftnb. 

SBerben bieSBerte in ber®Ieid^ung 11) bcrwenbet, bonn 
erl^olten toix bie mertöoHe Sejiel^ung : 
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12) e^" = cos a -f- i • Bin a 
unb bcmcntfprec^cnb: 

12a) e""*" = cosa — i.Bina. 

X;urcl^ Stbbition unb @u6troltton t)on 12) unb 12a) 
gelangt man enblic^ ju ©leid^ungcn , btc merltoürbigc Se* 
jte^ungen jmifd^cn bcn goniomctrtfd^cn unb ben ©jponcnttafc 
gunittoncn mit imaginären ©jponcntcn barfteHcn. ffig 
crgicbt ftc^ : 

eia I g— ia 

13) coBa = — ^ 

14) 8ina = 2l 

190. 3)ie SRoüiitft^e SformeL 

SSereinigt man bie ©Icid^ungen 12) unb 12 a), bann 
erhält man ben allgemeinen StuSbrucf : 

15) e^*" = cos a ± i sin a. 

©efeen wir in i^n für a ben SBert na, bann gel^t er 
über in : 

16) ei'^" = cos na ± i sin na. 

93ebenlen mir nun, baß man mit SlfidEftd^t auf 15) aud^ 
fe^en fann : 

(e±i«)^ = (co8a±isina)" 

unbbaB e±^"«=(e±^«)" 

ift, bonn folgt fofort bie fe^r n)icf)tige SÄOtürcfli^e gomel: 

1 7) (cos a ± i sin a)^ = cos na ± i wn na. 

9Kit ^ilfe ber SKoibrefc^en gormel gelangt man ju 
SluSbrücfen, burd^ bie man im ftanbe ift bie trigonometrifd^en 
gunftionen sin (na) unb cos (na) burd| sina unb cosa 
barjufteHen : 
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Sntmtddn loir gubem bie SRoiDrefd^e gformel in ber 
f olgenbcn SBdfe, tnbem mir orbnen : 

CO» (n a) -|- i aln (n a) = (cos a -}- i wn a)*^ 
( „ nin — 1) „9 . . 

, n(n— r)(n— 2)(n— 3) „ . . . ,1 

H — ^^ ^^, ^ ^co8^-^a.8m*a f-| 

brennen mir iran bie entjpred^enben SBerte, bann ergeben 
[x6) bie Sejiel^ungen : 

1 8) cos (na) = cos"* d — ^ ^^ cos''"^ x sin* a 

. n"(n — l)(n— 2)(n— 3) „_. , . , 
"I — ^ AI ^cos°-^a.sin*a 1 

19) sin (na) = n . cos"^""^ a sin a 

n(n — l)(n — 2) __o . „ , 
^ ^ cos"" ^ a sin* a -] • • • 

©ei j. 33. n = 3, bann erholt man: 

cos 3a = cos^a — 3cosa . sin^a 
unb sin 3a = 3cos*a . sina — sin^a. 

®te le^te gormel gtefit auc^ bie im 8t6fc^nitt 138 ber^ 
menbete Se^ie^ung. ©e^en mir, um ba§ ju jcigen, für cos^a 
ben aBert 1 — sin^a, bann mirb: 

sin 3 a == 3 . (1 — sin'a) sin a — sin^a 

= 3sina — 38in*a — sin^a 

= 38ina — 4sin*a 

8tlf : 4 8in*a = 3 sin a — sin 3 a. 
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5)tittcr 3^ell. 5)lc Sntcgralrct^nung. 



192. ®eometnf(ie Sarfteauno htx !om)i(e|eit S^^- 

SWon lann ftc^, mie in ber ?llgcbra ouSeinanbcrflefe^t 
totrb, bte natürlichen Qa^len auf einer geraben 
ßinie bargefteHt benfen. 3^i^net man fid^ eine gcrabe 
ßinie unb nimmt auf berfelben einen $ßunft afö ?lnfang§= 



-5 



-2 'f 



■f-t -hS 





gtg. 37. 



X 



punft (SiuHpunft) an, bann lann man auf berfelben nad^ 
red^tS unb linfö eine 3^^^ gleid^er 2:eilc abtragen. %\t 
Seile nad^ rechts ftellen bie pofitiben SBerte 1, 2, 3, . .. n 
bar, bie Hnfen bie negatiücn SBerte — 1, — 2, — 3, . . . — n. 
(@ie^e Sig. 37.) 

2tuc^ bie Steige ber imaginären 3^^!^^ PP^Q^ «lan 
in entfpred^enber SBei[e ju beranfd^aulid^en. SBie in ber 



X,- 



-? -r 



i 



stL. 



Zl 



X 

Sig. 38. 

gigur 38 errichtet man im ^ßunlte 9?uII auf ber Sinie ber 
reellen 3^^-'^^ ^^'^^ ©en!red^te nad^ beiben ©eiten unb trögt 
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aud^ auf btefer naä) oben unb unten eine Slnjal^I gleid^er 
Xeile auf. S)ic oberen entfpred^en ben pofttiben tmaßinären 
SBerten i, 2i, 3i, . . . ni, bit unteren ben negativen 
imaginären SBerten — i, — 2i, — 3i, . . . — ni. 

äRan erlennt nun fofort, baß bie au§ reellen unb imagi^ 
nären S^^I^^^ äufammengefefcten lompiejen ®rößen i^re 
S)arfleIIung in bcr Sbene ber 
Soorbinaten felbft erfal^ren. 
Setrac^ten mir baju ben 
?ßunlt A in ber gigur 39. ©r 
fei gegeben burd^ bie Soorbi* 
naten OB = a unb AB = b. 
@§ tüirb fomit bie Sinie OA 
burdEi bie lompieje ©röge 
a-f-bi erllärt, tt)elci^e burd^ 
i[)re Sönge unb 9itct)tung hk 
Soge öon A beftimmt. — ©e()r gtö- 39. 

l^äufig pflegt man biefen SluS:* 

brudE aud^ burc^ ^Polarloorbinaten mieber^ugeben. 9Kan 
nennt bann hk Sinie OA = r ben 9KobuIu§ unb ben 
SBinM a ha^ 9lrgument. @§ ifl nun : 

20) AB = r8ina 
unb: OB = rcosa. 

21) a -f- bi = r (cos a -|- i sin «)• 




2tIfo: 



»cnbt, 2)lffcrcnttal- unb Integralrechnung. 
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1) (a4-b)" = a'' + na''-ib 

+ E(L=li)an-2bs + ... + b" 

2) 2-'^l+n+^^+ °^°-;f-V - + l 

3) (n + l)b'+i = (n)b'- + (D)b' + i 

6) f'(a) = 

7) f(x°^) = mx"^-i 

8) f'(8inx) = cosx 

9) f'(cosx) = — sinx 

10) f'(tangx) = J^ 

11) f'(cotx) = 4- 

12) f (secx)== — ö— 
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13) f'(co8ecx) = - 



C08X 



sm'x 



14) f'(l0gl) = ^ 6 = 2.7182818. 

15) f'H^) = \ 

16) ,f'(a^) = a^.la 

17) f'(e«) = e=' 

18) f'(arc8inx) = T=L^ 

19) f'(arccosx) = - 



yr 



20) f'(arctangx) = j-l^ 

21) f'(arccotangx) = — T-^ 

1 -j-x 

22) f'(arcsecx)= ^ 



1 



23) f ' (arc cosec x) = — , 

xVF^^T 

24) t'(..x) = ,^ + „^ 



dy__dy dz 
dx dz ' dx 



27) g = f"(x) 

d^i V 



17* 
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28) f(i + h) = f(x) + f'(i).h + f"W.|^ 

29) f (i) = f (0) + f '(0) • X 4- f "(0) . I^j 

+ f"(0).f^+... + f"(0)-^ + R 
(aKac^ßaurinfd^e Sieil^e) 

30) e^ = i + x + |; + |! + |^, + ... + ^^ 

31) a^ = l+x.la + |^(la)« 

+ f;(Ia)3 + ... + 5^(Ia)» 

32) 8inx = x-3j + ^-^ + 5^ h---±ri 

(n eine ungerobc Sa^O 

TC IC TC TT® "VH 

33) co8^=l-2l + 4T-6l + 8I H"-±ri 

(n eine gerobe ga^I) 

34) l(i+x) = x^-^ + ^_J+-...±f 

35) (l-x2)-V.= i + ix2 + li|x^ 

, 1.3.5 ß , 



2.4.6 

2 . 3 'T- 2 . 4 . 5 

x^ x^ x' 
37) arc tangx = x — y + - — y + 



36) arcsinx = x + -^ + ^-^-rxö + - 
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38) Tangente (T) = y l/l+(^y 



41) 



42) 



43) 



ds 



'n + ^ Vd7J foorbinaten) 



39) moxmai (N) = y ]/l+{^)' 



ds 
= ydx 



= F+(a^)' 



foorbinaten) 



dx 



40) ©ubtangente (St) = y ^ 



rMa 



^ (^Polarloorbinatcn) 



dy 
©ubnormalc (Sii) = y • j^ 

dr 



= T- (^Polarfoorbinaten) 



da 

gormein für ben Srümmung§fret§ : 



a = x — p 



ChT 



9 



y5=y-f- 



i+p' 



ds\» 



(^D 



^ q 

z = f(x,y) 

j ÖZ j I öz j 

dz = r— dx4- c— dy 



' q 

/ds\3 
Vdx/ 



p-di 

dV 

^=dp 
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44) F(x,y) = 

dx F'(x,y) 



xm + l*\ 



45) Jx'^dx— ^— 

m+l 

46) /ii=„ 

47) /e^dx = e^ 

48) f&-äx = ^~ 

la 

49) /sin X dx = — cos X 

50) /co8xdx = 8mx 

^^) / .r: ^ = arc sin x 

Jrl— x' 

^ *) T+^ "^ "'^ tang X 

55) /!l^dx=8ecx 

57) /af'(x)dx = a/f'(x)dx 

58) /{ r (x) + f (x) - 9.'(x) } dx =/F' (x) dx 
H-/f'(x)dx-V(x)dx 

•) S)lc 3ntC0rattotiS!onftatitc ift ^tcr fortgclajfcn. 
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59) 1^ = 1(1 +x) 

60) /^ = l(x-a) 

61) /l4^ = il(a + bx) 

63) /iqrii = 7«rctan&(j) 

64) /ii^ = ii il(x-a)-l(x + a)| 

2a \x + a^ 

65) / , — = arc8in(— I 

67) /i?|^ = il(a^ + x^) 

68) /Ä=-V?^"^ 

70) /^. = V?+^ 

71) /sin X • cos X dx = ^ sin^ x 

72) /tang x • dx = — 1 cos x 
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73) /cot X • dx = 1 • sin X 

74) I- = ltangx 

= ltos(|) 

'« /^ = -'"»«(f-|) 

= L».(f-|) 

yy^ Amx + n)dx ma-\-n f dx m^-{~Q / ^dx 

jx2 + 2ax+b~""^r=:'i^ J^^=^~~^i^Jl^ 

78) /udv = iiv— r/vdu 

79) /x.e^dx = e^(x— 1) 

80) /lx.dx = x(lx— 1) 

81) /x2lxdx=Y0x — i) 

82) /xe^^^dx^^^fx — — "1 

m \ m/ ' 

83) /x.cosx dx = x.sinx-{-cosx 

84) /x^ cos X dx = sin X (x^ -|- 2x . cot x — 2) 

85) /cos^x dx = i (sin x . cos x -[- x) 

86) /sin^ x dx = — J (sin x cos x — x) 

87) /sin^xdx-|-/cos^x dx = x 

88) /arc . sin x dx = x . arc sin x -f~ Vi — x^ 
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89) jarc . cos x dx = x . arc cosx — Vi — x^ 

90) /arc tang x dx = arc tang x — ^ 1 (1 -f- x^) 

. / k°+^dx _ x° y-ijT-i _ na' / k°-Mx 

95) /s"-idxVa« — x2 

_ _x^ V 8_ g l a^ / k"-^dx 

96) /dx}a^ZI^ = |y^^Zr72_|_|'„C8inQ 

97) /s^-idsVa^ + x« 

_ x° y , . ^ . a' / k-'-Mx 

— n+1 ''* +^ "^n + lj|/i»Z:F' 

98) /dxVa^+x^ 

b 

99) /f'(x)dx = f(b) — f(a) 

a 

b a 

100) /f'(x)dx=— /f'(x)dx 



b 

c 



101) /f'(x)dx = /f'(x)dx + /f'(i)dx 

a a c 
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102) F =/y dx (gormdfurb.Duabraturb.Äutben) 

103) F = ^/rMa (Duabraturf orntel in 5ßoIarfoorb.) 

104) 8=2dx]/l + (Q'=/dxyi+[f'(x)P 

r, i/i _\(^^y (Sormeln für bte 

~Jo ^ P "^ l äyj Sftef tiftf atton b. Äuröen) 

105) ß =/da]/(||]+r2 (gormein für bte 

a ^ Sieftififatton 

=: Id a ]/(—)* + r^ ^^ 5ßoIarIoorbtnaten) 

106) F = 2jr/yd8 (Sormeln für bte ^n^alt^^ 

r Beflimmung ber Stotationg« 

= 2^ixd8 flächen) 

107) V = ^/y2dx (gormeirt für bie ÄuBatur 

= 7tfx^dy ^^^ SftotattonSförper) 

108) (a + bi) + (a + )8i) = (a + a) + (b + )8)i 

109) (a + bi) — (a + )8i) = (a-a) + (b-)8)i 

110) (a + bi)(a + ^i) = (aa-b)8) + (ab + ai8)i 

111) (a + bi)(a — bi) = a2 + b2 

112) N(a + bi) = N(a — bi) = a2;f b2 

113) M(a + bi) = M(a — bi) = ya2 + b2 
1 1 r\ ^ + ^^ _ (aa + b/9) + (ab — a /9)i 

115) e*" = co8a-f-isma 
e~^" = C08 a — i sin a 
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117) sma = 2i 

118) (cos a ih i sin a)° = cos n a d: i sin na 

(gormcl öon 9Koit)rc) 

119) cos (na) = co8° a — -^^ — co8^~-a . sin* a 

, n(n— l)(n--2)(n--3) „ . . , , 

-{-— ^-^^-j^ — ^cos^-^a.sin^a [-• 

120) sin (n a) = n . cos^""^ a . sin a 

n (n — 1) (n — 2) „ o . q i 
^^ ^ cos'' "^ a . sin^ a -) 

121) a-f- bi = r (cos a -(- i sin a). 
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Jiltttl)mattfd)e gttterabtr. 



gut bte !Befcv, bie unfer 33ü(3^tctn ftubierm tooUm, unb bic frül^cr 
eine l^öl^erc iötlbungSanftaft burd^gemad^t l^abcn, m43fel^len toix gut 
gtiinbltd^cn äßiebcr^olung bcr S][emcntarmatf;ematt!: 

1) g tf d^ er : „©t^ftcmottf d^cr ®mnbri6 bcr (StcmcntatsSJlatl^ematil". 
2 ^eilc. 35erlin, S)undcr. 

2) SBal^er: „@remmtc ber 9J?atT^cmatir. 2 «Bbc. Seipatg, ^trgeT. 
2)a3 Ic^te 2ßcr! fc^t einen getoanbten 3}latl^cmatilcr botou^. 

2)ieicntgcn Sefer, toctd^e leine f^ftematifd^e 3lu3Bitbung in 
ber @fementatmatl^ematif genoffen l^aBen, beten mat^t- 
inatifd^e Äenntniffe nut gering finb, toerben auf bic 
mat^ematifd^en Äated^iömen im glcid^en SSerlagc ]^ingeit>iefen. 2)ic 
folgenben finb gum SBerftänbniS bcr 2)iffcrential=: unb 
3ntegralred^nung uncrtäfeUd^: 

3e^f(^e: „Äated^i^mu^ bcr Geometrie". 

^errmann: ,,Äated^igmu« bcr 5C(gcbra". 

35enbt: „^att^i^mn^ ber Trigonometrie". 

griebrid^: „Äated^i^mug ber anali^tifd^en Geometrie". 

3ur (SinüBung ber 2)iffercntial' unb 3ntegratrcd^nung eignen 
fid^ bie ^ufgaBenfammlungen bon: 
2)öt:|): ,,5lufgaBen gur 2)iffercntid= unb Sntegtalrcd^nung". 
© d^ I ö m i l d^ : „Uebungöbud^ 3. ©tubium b. T^öl^cren ^Inalijfig" . 2 S3bc. 
©ol^ndfe: ,,@ammlung bon Slufgaben au§ ber 2)iffercntials unb 
3ntegralre(|nung". 2 ^be. 
gür bag ibcitcrc ©tubium fei tmp^o'^ltn: 
©d^Iömitd^: „tom^enbium bcr l^öl^crcn 5lnati?p". 2 ©be. 
liefert: „©runbrig ber3)iffcrentia(= u. 3ntegralred^nung". 2^be. 
Söcber: ,,Se^r6ud^ bcr ^rtgebra". 2 «be. 
©d^tömild^: „§anbBud^ ber atgebraifd^en Stnatt^fi^". 
§effe: „SSortefungen über bie anati^tifd^c Geometrie: a) bcr 
geraben ?inte, b) ber ^egelfd^nttte, c) be§ 9?aumc«". 



Xrud üon S. 3. SaSeBer in Seipäig- 
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Vertag von g> g> ^eBer in S^ipfiifj. 
Beleljrungen aus bem (Bebtete 

ber 



umfiearbettettoon «1.(0. Schmitt er. J9Rft 188 llbbilbungen. 1890. slRart. 
«grifitltitrf^aiiic. 8on Dr. (£. SBtIbt. ^tOfitt «uftafic. SRit 4i KbbUbunfien. 

1884. 8 fOtatl. 

tllgebva, ober bic Q^runblc^ren ber aOgemeinen «ritImetU. Sterte Kuflafle, 

t^oOftänbtg neu bearbeitet t^on 9li(9arb ®(^urig. 189&. 8 a^art. 

9Ctiftatib8Iel)re. — Statt^iimui beS auten Xon8 unb ber feinen @itte üon 

Sufemia toon flblerSfelbgeb. «rftfln OaUeftrem. 3tt)eite, i^emtel^rte 

unb i^crbcfferte 9(uf(age. 1896. 2 SRart. 

W^ptttux l ©pinnerei. 
llr^ft0(ogic. überfielt über bie (Enttoidelung ber Shtnfl bei ben 86(!em beft 

äUtertumS i^on I>r. Srnft ftrofer. SRit 8 Xajeln unb 127 KbbUbungen. 

1888. 8 aRart. 

Vrdiinfnnbe f. Steoiftratur. 
Xritliinetif. Sturagefa^teS Sebrbud^ ber 82e<$enlunft fflr Sefirenbe unb Scmenbc 

toon (S.@($t(t. 3)ritte, tierbejferte unb toermeprte llufiage, bearbeitet r>on 

SRo; aRet)er. 1889. 8 aRart. 

^ftlietit Oelcbrungcn über bie Biffenfd^aft bom 6(l^6nen unb ber ftunft toon 

Kobert^rül^. Smtitt, i)crmcf)rte unb i^erbefferte Auflage. 1889. 8 aRarC. 
tlftrottomie. eel^rungcn ttbcr ben Qeftimten £>intniel, bie (Erbe unb ben Salcnber 

i)on Dr. ^erma nn 3. ft lein, nd^te, totafac^ toerbefferte Kuflage. SRit einer 

eterntarte unb 168 «Lbbilbungen. 1898. 8 SRarf. 

tittffaif, f^Hftlii^cr, f. eHafKl. 
Vttdwanbenmg, ftompa^ für «uStoanberer nad) europaif(!gen ßünbern, ttften, 

afrifa, ben beutfÄen Äotonicn, «luftralien, ©üb« unb Scntrolamerlfa, aRejIfo, 
. ben ^Bereinigten ©taaten toon Hmerita unb j(anaba. ©iebente 9tuf(age. Soff« 

ftSubig neu bearbeitet toon (2)ufta)) SReinede. fOüt 4 ftarten unb einer 

Slbbllbung. 1896. 2 aRarf 50 ^. 

Oanlmcfeti. Ißon Dr. (S. (S^leiSberg. aRit 4 Ol^flformularen unb einer Über« 

Hd^t über bie beutfc^en IRotenbonfen. 1890. 2 aRart. 

OottlmtfitnihimiSlelyn. aRit bcfonberet Ocrficffld^tigttng bon StciMratUTen unb 
, Umbauten, fßon fB. Sauge. 2)ritte, Mrnte^rte unb toecbcffertc 9(uf(aae. 

SRtt 848 unb 1 Xafet ftbbilbungen. 1895. 8 aRarl 50 $f. 
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2 mtbcrf tibtflrfnU ftate^isnun. 

fkraftUe, ober Seigre ber arc^itcltonifd^en etilarten r)on bcn aitcjlen Seiten bte 

auf bte ©eaetttoatt »on Dr. (8b. fjfretl^cTm bon ©arten, ö^ölfte Auflage. 

aRit 108 «Ibbilbungcn. 1896. 2 SRavI. 

Setew^timg f. ^eiaung. 

Ocvgtoithtiibc. ißon (0. ftöbler. amt 217 Stbbilbungen. 1891. 4 !01arf. 
Ocrgfleigcm -^ ftated^UmuS ffir 8ergfteiaeT, OebirgStouriften unb 9(l))enTeifenbe 

bon 3ultu9 an eurer. aRit 22 Stbbilbungen. 1892. 8 SRarl. 

OttQCgimgdfliicle fftr bie bcittf die dlugettb. Son 3. (£. S i o n unb 3. .&. XB o r t » 

mann. SRit 29 Stbbilbungen. I89i. 2 SRart. 

OttUoil|Cl9Ic^ mit bibftogra^^l^ifd^en unb ertäutemben Stnmerlungen. 9leu« 

bearbettuna bon Dr. ^uHue $e|l§olbte ftatet^iSmuS ber 8tbHotl^eIen« 

lebre i^on I>r. Slrnim (Sräfel. amt 88 9(bbitbungen unb ii ©(^rtfttafeln. 

1890. 4 a92arl 60 ^. 

fNcttcnlmibe tmb Oiettatamlit. Son 9.ftirften. S)ritte, toerme^rte unb ber« 

befferte Stuflage, l§erau9gegeben bon 3. ftirften. aRit 61 Kbbltbungen. 

1887. 2 aRart. 

OUbüMicrei für ben tunftliebenben Säten. iBon Kubolf aiKaifon. a^t 68 

SCbbilbungen. 1894. 8 a^art. 

eieif^erei f. aBttf(|erei k, 
Wwmtn^n^t f. 8tergartneret. 
Ootttttlf , aOgemeine. fßon $rof . Dr. iS r n ft 4^ a 1 1 i e r. aRtt 96 9(bbtlbungen. 

1879. 2 aRarl 60 $f. 

99ttaai, lonbttivtfUbaftfi^c. 8on ftarl aR filier, d^veite «uflage, boll« 

ftftnbig umgearbeitet r)on fft. $ er r mann. aRit 4 Xafeln unb 48 Slb« 

bilbungen. 1876. 2 aRart. 

eriefmorrctttitiibc tmb 8Hefmarfettfa«iiiieIwcf eti. %on 8. ®u^))antf(^itf(§. 

amt 1 Porträt unb 7 5Ce{tabbilbungen. 1896. 8 aRart. 

Oiti^bntiferlmtfiU 8on %. IZSalboU). ©cd^Ste, bermel^rte unb berbefferte 

9luflage. amt 48 Stbbilbungen unb S:afeln. 1894. 2 aRart 60 ^. 

8itfl|fft^Yitiigr fottfntJlitttifftc. Son 09lar ftlemtd^. pnfte, burt^gefebe^e 

Slttflage. aRit 7 SlbMlbungen unb 8 iOSecbfelformularen. 1896. 

2 aRarl 60 $f. 
Otti^fft^niiig, lanbloirtfi^afaidie. Kon $rof. Dr. ft. » tr n b au m. 1879. 2 aRarf. 
ÜJlltMdu fSon $rof. Dr. 4>. ^triel. €iebente, k)ermebrte 9luflage. aRitS6 

«Ibbilbungen. 1894. 4 aRarl. 

(SÜattitolieiifititbe. (Sine tur^e eefdb^etbung ber toidbtigften Sbemttallen be6 

^anbclS. iBon Dr. (K. ^eppt. 1880. 2 aRart. 

CQfroitiitogie. aRit Oefd^ibung toon 88 ftalenbem toerfdbtebener ißUltx unb 

Seiten t)on Dr. Slbolf S)re(9Sler. 2>ritte, berbefferte unb fel^r i^ermebrte 

Kuflage. 1881. 1 aRart 60 fßf. 

CorresponcUuiee eommerelale par J. Forest. D'aprfes TouTrage de m£ine 

nom en langte allemande par G. F. Findeisen. 1896. 8 Mark 60 Pf. 
SoiiMfftcffel, 3)am))fmaf Atnen unb anbere IBärmemotoren. Sin £ebr« unb 9tadt* 

fAtaoebU($ für ^alttter, XeAntler unb ^nbuftrielle oon 5Cb- ©(^toar^e. 

fünfte, oermebrte unb üerbcfferte Sluflage. SRtt 268 Slbbilbungen unb 18 

Slafetn. 1894. 4 aRarf 60 ^. 

Sortvinidiimd* «on Dr. Otto da(^aria8. SRit bem Porträt 3)artoinS, 

80 flbbilbungen unb i Xafel. 1892. 2 aRarf 60 ^. 

Differential- «ttb :3fntegra(vei9nung. SSon f^rtanj asenbt. SRit 89 f^iguren. 

1896. 8 gRarf. 

t^voiitientiig unb ^ttoSfferung beS OobenS. fßon Dr. SBllIiamSSbe. S>ritte, 

gSnilid^ umgearbeitete Auflage. aRit 92 «ibbtibungen. 1881. 2 aRarf. 

Droniatttvgie. SSon »obert^röIB. 1877. 8 aRarf. 



<i jener. 1891. 2 aRarf. 



dbyGoOgk 



IPebrrs iflnfbrlrrte ftateittsmnt. 



CHSfegeln unb (SiSfHcIe f- SBinterf^oct. 

(Sleftroteifitiif. (Sin ütf^ttnü) für ^raltilec, S^eifinifer unb ^nbuftricüe bon 

X^.@c^maxi^t. ®ed^Ste, boUftänbig umgearbeitete Stuflage. SRit 256 9(b« 

btibungen. 1896. 4 SRart bO $f. 

QNttoäffarttng f. ©rainterung. 
®tl)il f. ©tttenle^re. 
Sramilienli&ttfev f. iQiaen. 
Orarberei mtb Bettobnut. a?on Dr. ^ermann (Brot^e. gtüctte, öonftSnblg 

neu bearbeitete Stuflage. ffflit 78 Stbbttbungen. 1885. 2 a^art 50 $f. 

Ofatbwanttfnttbc. $Bon Dr. ®. $e^^e. i88i. 2 a^arl. 

Ofelbmetfmtft. iCon Dr. C. ^ietf(^. Pnfte, toonftSnblg umgearbeitete $(uf« 

löge. * SWit 75 «bbilbungcn. 1891. l SWarl 50 ?ßf. 

Sfeuentievlerei f. Suftfeuer^erleret. 

Orinonswiffenfftaft «on 8ltoi8 ©ifc^of. günfte, tocrbcfferte Auflage. 1890. 

1 a^arl 50 ^. 
^mm^t, tttnftlid^e, unb Sei^toirtf<!^aft. 8Btrtf(^aftSlebre ber aal^men 

^ifc^erei bon (£. Sl. @ d^ r o eb er. Wät 52 SlbbÜbungen. 1889. 2 j3Rar( 50 $f. 

gfladidbait mtb Sr(ad|8Berei<im0« iQon ft. ®ontag. amt 12 Stbbilbungen. 1872. 

1 SRarl 50 ^l 
gfleifdibefd^att f. S^rid^inenfd^au. 
Oforftbotonit Con §. f5if(3^ba(^, fünfte, toermel^rte unb toerbeffertc tCufloge. 

SRit 79 Sbbilbungen. 1894. 2 ^axt 00 $f. 

Ofreimoitrerei* SSon Dr. SB i Hern ©rnitt. 1891. 2 3Rar(. 

^oltiano^Iafitil mtb (SatoonDftegie* (Sin ^anbbud^ fUr bas ©elbftftubium unb 

ben ®tixü)i^ in ber SBcrIftatt toon ®. ©eetl^orft. S)ritte, burd^gefel^ene 

unb bermebrte Auflage bon Dr. ®. Sangbein. SWit 48 »bbitbungcn. 1888. 

2 SRarl. 
®axta(bau f. 9lu$^ dier«, Simmergärtnerei, unb 9lofenaud^t. 
(Sebftvbetift»vad|c f. ammiC. 
Q^ebüf^tttidtmifl ober aRnemotedinif« %on ^ermann ftotbe. ©iebente, 

berbefferte unb bermel^rte Sluflage, bearbeitet bon Dr. (». ^tctfd^. 1893. 

1 aWar! 50 ^ßf. 
6)eP0eIsitd)t* (Sin SRerlbüd^tein fär Siebl^aber, Md^ter unb 3luSfteaer 

fd^bnen SlaffegePgelS bon aSruno S)ürigen. a^it 40 ^Ibbilbungen unb 

7 Xafeln. 1890. 4 SRarl, 

©emSIbetttttbc. SSon Dr. ^b* b. fjrrimmel. SD^it 28 Slbbilbungen. 1894. 

8 SRarl 50 $f. 
Q^emfifebott f. 9lu^gSrtnerei. 
(Bto^tapttiu eierte Stuflage, gänjUd^ umgearbeitet bon ftarl Slrena- SRit 

57 Sparten unb Slnfid^ten. 1884. 2 a^arl 40 $f. 

^eogviMfliie, matliematifdie* Btpeite Sluflage, umgearbeitet unb berbeffert 

bon Dr. ^ermann 5^. Älcin. 3Wit 113 Slbbilbungen. 1894. 2 SKarl 50 ^f. 

Cleol»0ie. Ißon Dr. $iji))0l^t ^aaS. pnfte, bermebrte unb berbefferte 
«ttflage. SWit 149 Slbbitoungen, einer Safel unb einer Sabette. 1898. 8 SKarf. 

(Scimietric, attaltftiff^e* IQonDr. a^asf^riebrid^. J9mt 56 Slbbilbungen. 1884. 

2 fOtaxt 40 ^f. 
Geometrie, ebene unb rSumlid^e. ißon ^of. Dr. 51!. Sb. ge^fd^e. S)ritte, 

bcrmebrtc unb berbefferte Sluftage. SWit 223 Slbbilbungen unb 2 Sl^obeUen. 

1892. 8 a^arf. 

®cf<iit08rmtft. 9}on f!r. lieber, pnfte, berbefferte Sluflage. SRit bielen 

9lotenbeif))ielen. 1894. 2 SRarl 50 $f. 
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Ulctof tibtlhrinu lairdiismni. 



«(fUftUlie, bcittf^e. »onlBill^elinften^tet. 1879. ftaTtontert2SRarl50$r. 
Olcfc^bttft, (firgcrlidic», tubft Sinffi$rung8gefe|^ unb ead^refiifter. 1896. 

2 a^arl 50 $f. 
a»efeti0ciim0 bc» Soitfdlat »dilfS f. fftti^, ba9 S)eutf(^e. 
<0cfiitibl»eit9Ic^, naturgemS^, auf ^i^ljfioloatfd^er Q^ruttbloge. Gtebiel^n 8ot« 

traute toon Dr. f$r. €4ol8- SRtt 7 «tbbilbunflen. 1884. 8 SKartso^f. 
(Unitc gtd^^cm ZItel aud^ Vonb 20 oon 9Bcber< ^tiuftt. Oefunbbcttlbüd^em.) 
e^itoMcfcii. 8oit ftarl Oetgcr. Dttt si gormutaren. 1881. 2 SRarl. 
(üloSwoIerci f. fßoi^ieaantnaleTet. 

^iiiib€l9iiunriiie, bmtfdie. 8on n. ^ittmcr. SRtt 66 «bbilbutmen. 1892. 

8 aRatt 50 $f. 
^miM8«c4<# bctttfi^eS, nadb bem lOIfleinetttcn Seulfc^en (^anbeUgefe^uc!^ bon 

Stöbert $tf(!^er. %x\ttt, umgeatbettete Huflage. 1886. i SRart 50 fßf. 
^a]ibc(9lo{fVeitfd|«ft 8on St, 9(rens. €e(^tc, brrbefferte unb bermclgrte 

«uflage, bearbeitet üon u ft. K o t $ b a u m unb if b. 2) e t m e (. 1890. 2 lavtarl. 
^cenvcfat, bottfi^ed. Siveite Auflage. boOftllnbig neu bearbeitet bon a^ori^ 

^tntt, SRit 7 tlbbilbungen. 1896. 8 SRart. 

^^ioM, 0daii|ttmg tmb 9aitiI«Hoii, fßon %^, ea^toaxi^t, a^it 159 

«bbilbungen. 1884. 8 aßart. 

^erolbff* 0runbifige ber tBabtfenbtnbc bon I>r. Sb. ^ei$. b. €a(ten. 

t^flnfte, t^erbejferte Huflage. SRit 215 Ebbilbungen. 1898. 8 SRar!. 

^tifb(f4I«g« S^ivi @clbftunterri(^t für Sebermann. 8on S. Zb- tBaU^er. 

^Dritte, bermel^rtc unb t^erbejferte Suflage. SRit 67 ftbbilbungen. 1889. 

1 Viaxl 50 $f. 
^mtbcmlfeit« Son^ran^ Aridster. SRtt 42 Ebbilbungen. 1892. sSRarf. 
iBtMtmdkt, aSgemdiie* 8on Dr. Ol. f$. 3>flrre. amt 209 Hbbilbungen. 

1877. 4 SRart 50 qSf. 

Saabtonbe. — ftatec^iSntuS für 3&ger unb gagbfreunbe bon t^rana ftrid^ler. 

SRit 88 ftbbilbungen. 1891. 2 fKaxt 50 ^. 

ftalciibertitttbc. eelebrungen über Aeitre(|nung, Stolenbertoefen unb ^eße bon 

O. ^ei]§. bon 8lein«berg«$flringSfelb. SRit 2 Zafetn. 1876. 

1 aRart 50 9f. 
flinbcrgSHmccir iPvafHfdie. Son ^r. 6eibel. ^Mttt, bermel^Tte unb ber« 

bcfferte Euftage. SRit 85 ftbbilbungen. 1887. 1 SRarl 50 $f. 

llirdietiacfiMdlif.. 8on griebr. ftirAner. I88O. 2 SRart 50 fßf. 

Saaliietwici* iBon f^r. Xabtor. S)eutf(l^e Ausgabe oon SR at|.@tegnt ab er. 

Smeite, berbejferte tUtflage. mt bieten 9lotenbein)ieten. 1898. 2 SRarf. 
StMJmä^mihatMU Ctn 6(iinbbu(| be« eraie$li(|en KrbeitSunterric^t* bon Dr. 

SBolbentarQ^Sj^e. SRit 69 Vlbbilbungen. 1892. 8 Warf. 

ftomiioliÜrailcl^Yt* 8on 3. S. Sobe. eti^tt tluflage. IRtt bieten SRuftf« 

beifbielen. 1895. 8 IRorf. 

ftomfboitbciia, fottfntimtifile, in beutfd^ ®))ra4e. Oon S. 9- f^tnbeifen. 

8ierte, bemte^rte Suflage, bearbeitet bon ^ranj £a|n. 1896. 2 SRarl 50 $f. 

in franiofiftber &pxaätt f. Comsponcumoe oommerdale. 

ftoftfintfintbe* 8on IKBolfg. Cuintfe. Skveite, berbefferte unb t)ermel|rte 

tluflage. SRit 459 ftoftümfiguren in 152 ftbbilbttngen. 1896. 4 SRart 50 9f* 
ftticgdmnriKC, bciitfdie* Son 8t. S)tttmer. SRit 126 ftbbilbungen. 1890. 

8 SRarf. 
ItiittlirgcfdiUlif. 8on 3.3. (^onegger. Btoeite, berme^rte unb berbefferte 

ftuflaae. 1889. 8 SRart. 

flittiftgefftiftif. 8on 8rttno8ud§er. Vierte, berbefferte ftuflage. SRit 

276 ftbbilbungen. 1895. 4 SRart. 

Sicb^aberffinfle« ißon 38 a n b a 3 r i e b r i d^. SRit 250 ftbbilbunaen. 1 896. 

2 SRart 50 $f. 
SittcttHNMtffti^le. äü^ffndnt* 801t Dr. ftb. etcrit. t^tte, »ecme^rte 

unb toerbefferte ftuflage. 1892. 8 SRart. 
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Vrbrrs ilnürlrrtr ftatrdiifnitit. 



Sittcrotiivgefdiiil^te, bcittfdie. SßonDr.^aulWdhiüi. Siebente, toerbefferte 
tluflaoe toon Dr. ®ott^o(b Alec. 1896. 2 a^arf. 

SogurU^di. 93on SR as SR e)) er. SPHt 8 Xafeln ititb 7 9(b(Ubungett. 1880. 

2 BJtaxt, 

Sogit Ißon ^tiebr. fttrd^ner. ßtodtt, benne^rte unb betbelferte 9(iif(aae. 
mt 86 Sbbilbttngen. 1890. 2 9ftaxt 50 fsf. 

gi td fc mr U mf erc U fturAcr Sel^rgang für bie grfinblid^e HuiMIbuttg in aUtn 
Zeilen ber ^otet^ntc bon C. t(. i^on !RibQ. SRit 124 Qbbilbungen. 1888. 

2 aRart. 

JDla((td. ißon Aart 9lau))^. JB^eite, berme^rte unb berbefferte STuflage. 
3Rit 60 Hbbilbungen unb 4 Xafetn. 1894. 8 matt 

JDlariste f. (>anbeIS« bea. ftriegSmarine. 

JDli»ff4cibcIitit1l* 8on O. Srat^tt^n. OHt 174 ITbbilbungen. 1892. SSRarf. 

medianit Son fßl^. ^uber. f^Unfte, »efentlid^ toemte^rte unb berbejTerte 

Huflage. SRit 207 Itbbilbungen. 1892. 8 3RarI. 

fBMweoU^u 8on $rof. Dr. 9B. 3. ban 8 ebb er. dritte, gSnaU(| um« 

gearbeitete Huf läge. 3Rit 68 Hbbilbungen. 1898. 8 SRarl. 

VHfroft0H<* Von $rof. (EarlS^un. aRit97 «bbitbungen. I88b. 2 SRorl. 
IPH(4t9iftf4«ft 8on Dr. (fugen IKBerner. SRtt 28 «bbilbungen. 1884. 

8 SRar!. 
SHiitil unb (Beb8rbenf^rad)e. Son Staxl ^txaup» SRit 60 itbbilbungen. 

1892. 8 aRarl 60 $f. 

SRineroIogie« ißon Dr. Sugen^uffal. gfinfte, bemte^te unb berbefferte 

Auf tage. SRit 164 Hbbilbungen. 1896. 2 SRart 60 $f. 

flRtnshmbe. 8on (^. S)annenberg. SRit ii Zafeln Hbbilbungen. 1891. 

4 SRarf. 
Slitfil* 8on 3. C. Sobe. €e(^8unban}aniigfte Huflage. 1896. i SRart 60$f. 
9Ritiifg(f4id|if. fßon 9t. SRufiol. fDät 16 Hbbilbungen unb 84 9loten« 

bein)ielen. gleite, bermel^rte unb berbefferte Haflage. 1888. 2 SRar! 60 $f. 
VhifiiKttftntiiteiitt* 8on Slic^arb ^ofmann. flfilnfte, boUftSnbig neu 

bearbeitete Huflage. SRit 189 Hbbilbungen. 1890. 4 SRarf. 

W^tlioUiiiie. Son Dr. S. Aroler. SRit 78 Hbbilbungen. 1891. 4 SRart. 
flattttUlfn* (ErnSrung ber toic^tigften p^)9^al^6)ttt, meteorologifd^en unb 

d^emifd^en (Erfcbeinungen beS täglichen SebenS bon Dr. d. (£. Sretoer. 

tBierte, umgearbeitete Huflage. SRit 68 Hbbllbungtn. 1898. 8 SRarl. 

fHneflicrttutfl* fßon $rof. Dr. d. $ietf($. Sierte, umgearbeitete Huflage. 

SRit 61 Hbbilbungen. 1896. 2 SRarf. 

Vhmiidinalif f. SRünafunbe. 
fhiiafottierd« Q^runbafige beS (Skmfif &« unb Obftbaueg bon $ e r m a n n 9 S g e r. 

fünfte, berme^rte uno berbefferte Huflage, nad^ ben ncueften (SrfafruRgen 

unb f^ortfd^ritten umgearbeitet bon 3. SSeffel^Sft. SRit 68 Hbbilbungen. 

1898. 2 SRarf 60 fßf. 

OWfttt f. SZu^gSrtnerei. 

(Dfbot f. SHtter« unb Serbienftorben. 

Otatt (Srflürung il^rer etruftur, befonberS in Seaiel^ung auf tec^nifd^e 
»ebonblung beim ®fiti bon (R g. m^ttt. ©ierte, berbefferte unb berme^rte 
Huflage, bearbeitet bon (^ ans SR enael. SRit 26 Hbbilbungen. 1896. 8 SRarf. 

Omameittit Seitfaben Aber bie «ef(^id|te, (Enttoicfeluna unb bie d^arafte« 
rifrtftben fjormen ber «eraicrunggmle otter fetten bon g. Äanib- fünfte, 
oerbejferte Huflagc. SRit I8i Hbbilbuttgen. 1896. 2 SRarf. 

9ftb<808tt« 8on lic. Dr. $r. ftir($ner. 1890* 2 SRarf. 
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füat^üqtapffit \. Urfunbenle^Te. 

l^atSoittoItfgie f. iBerfleinentnjSfunbe. 

ißtt\p€Mttt, tttgewanbte. 92e6ft Srläuteningen 116er Sd^attentonftniltion uitb 

©^»Icßelötlbct. iBon SKajÄletbcr. gtocite, tocnncl^rte unb toerbcITcrte auflaßc. 

amt 146 tn ben Scjt gebrudten unb 7 Safcln Sttbilbunöot. 1896. 3 maxi. 
IMrcfalteitfiiitbc \. eerfteitienmgSlunbe. 
9ttto^apmt* Se^Tc toon bei eeft^affenlgelt. Lagerung unb 8ilbungetoeife ber 

dkftcine bon Dr. g. »laaS. SRit 40 Itbbitbungen. 1882. 2 fßlaxl. 

9mi0^üpfiit^ eon 3. 4^. b. fttrc^mann. f>tltU, burc^gefel^ene Auflage. 

1888. 2 3Raxl 50 $f. 

91iUofii|Pliie, ®effl|iil^te bcr, bon XbaleS bis aur Qkgentpart. Qon Lic. Dr. 

^i. Stiv^ntx, 2)TUte. oerme^rte unb berbefferte 9(uf(age. 1896. 4 SRart 
tj^l^otogra^liie. ttnteitung jur (Eraeugung ;)]^otogra^]^{f(3^er SBilber toon Dr. 

3. €(^nauB' flrünfte, berbeffertc Ituflage. a^Ht 40 Stbbilbunaen. 1895. 

2 aRar! 60 $f. 
mvoiotoffie. «on Dr. (0. e^txtt. Std^te Sluflage. amt Xitelbitb unb 

18 Stbbilbungen. 1896. 2 fOtaxt. 

91|l|fif. «on Dr. 3. Äoltert. günfte, berbeffertc unb tocmtel^rte Auflage. 

mt 278 SCbbtibungen. 1895. 4 SRarl 60 $f. 

9oeHr, betitfdie» «on Dr. 3. 991 in tf toi |^. dto^ite, berme|rte unb berbeffertc 

aufläge. 1877. 1 SKar! 80 ^f. 

^oracflait- nah Q^tai^mulerci. aSon »obert UUe. SRit 77 Sbbiibungen. 

1894. 8 SRarl. 

f^UMmilttttt* fOtit einem Snl^ange , entl^attenb bte Elemente ber Qer« 

flpeftibe. «on 3uHuS ^^oc^. smt 100 »bbilbungen. I89l. 2 SRarl. 

9{1|ilbobigic« Qon ^r. ftirc^ner. 3ioeite, bemtel^rte unb berbeffertc 8(ufs 

läge. 1896. . 8 fÜHaxt, 

fhyvotediitil f. Suftfeuertoerferei. 
9itmmhttt^mm§* Anleitung ^ur (S^rd^enbcftimmung bon ^ISAcn unb fi5ti)em 

iebcr S(rt bon Dr. ü. $ietf(^. 2)ritte, bermel^rte unb berbefferte Sluflage. 

a^it 55 abbilbungen. 1888. 1 tßlaxt 80 $f. 

Kef^endttifl f. «ritbrnetil. 

Weditfditeiittitg, nette bcittf die* ißon Dr. (B. H. @ aalfei b. 1895. sSD^arlbO^. 
fltebehatft anlcttung }um mttnblid^en Sortrage bon 9toberi(^ Senebix. 

günfte «uflage. 1896. l ORar! 60 ^. 

Wegiftvatitv- mtb VvdiiliCiiiibe« ßanbbud^ für baS 9legiftratur> unb SCrd^ib« 

toefen bei ben StcicbS«, ©taats«, ^of«, fiirc^en^ @(^ul« unb ®emeinbebe]^5rben, 

ben 8le(!^t9antotttten 2c. , fotote bei ben © taatSard^itoen bon®eorg^ol|^ingcr. 

aiRit Seitragen bon Dr. ^riebr. Seift. 1888. 8 matt. 

KeifUS^ofl, bctttfi^c. «on SB. Senj. 1882. 2 ao^arl 50 fßf. 

9Mdi, hta bcittfdie* (Sin Untcrridgtebud^ in ben Orunbfaben beS beutf(|en 

@taat8re(bts , ber Cerfaffung unb Q^efcBgebung beS S)eutf(ben Sleic^cS bon 

Dr. IBtlb- S^Uer. Stoeite, bielfacj umgearbeitete unb erloeiterte Auf« 

läge. 1880. 8 SRatf. 

einigims f. SBSfd^erei. 
Wtttt» tmb fSttbitttftauhm aller ftultur^aaten bei aSelt innerhalb beS 

19. 3Q^tbunbertS. 9(uf ®runb amttid&er unb anberer iuberiaffiaer OueOcn iu« 

fammengeftellt bonaRa;imilian(9ribnet. fBüt 760 Slbbubungen. 1893. 

9 fOlait, in $ergament«(iHnbanb 12 Slarl. 

Wofen^f^t. SBoUftHnbige Anleitung Aber Buc^t, Sc^anblung unb eerioenbung 

ber 9lofen im Sanbe unb in XSp^tn bon ^ermann 3&0Ci^> SS^^^^» 

berbefferte unb berme^rte Auflage, bearbeitet bon tp. Sambert. a«it'70 

Ebbitbungen. 1898. 2 aRar! 60 9f. 
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64^fl|f^iettttii1»« eon ft. 3- ®. ^octiuS. Slfte »uflage. 1896. 2 SRarf. 

ei^tittett- «ttb e^Iittfditt^f^ort f. 3Btnterf))0Tt. 

6i^necfd)ttl)f^ort f. aSintetfi^ort. 

€^d)Tettiiiilenrifi^t* Dritte 9(uf läge, neu ^arbeitet ))on Q^roto g^unt. SRit 
82 flftgutetu 1893. 1 VlüXt 60 $f. 

€^i9l9iiiiiitlttitft* )6on SRartin ©(^toagetl. 9Rit 118 StaMI^ungen. 1880. 

2 aRarf. 

6UtettIel|ve« Sott Lic. Dr. f^riebrid^ Stix^ntx. 1881. 2 SRart 60 $f. 

6o3ialtöttm8, mobenicr. Son SRas^ausl^ofer. 1896. 8 fßtaxt 

Bpttxatiimi f. Urtttitbenlel^re. 

€pbmtxt\, ffiel^erei mtb 9[)i)»vetttr. Seigre i)on ber me($attif(|ett Ißerarbeitutifi 
ber ®efpittftfafern. S)rttte, bcbeutenb t^ertne^rte tinflaqt, bearbeitet t)on 
Dr. St. ®attStPittbt. a^it 196 übMlbungen. 1890. 4 a^arl. 

ept^äittttvt, betitfi^e* aSon Dr. ftonrab üRid^etfett. Stritte 8tuf(age, 
^aitSgegebett bott Sbuarb aRidgeifeti. 1878. 2 SRar! 60 $f. 

etantdvedit f. Keic^, ha» S)eutfd§e. 

6teitogfatil)ie* (Sin Seitfaben für Slc^xix unb Scmenbe ber ©tenogra^l^ie im 
allfientetnen unb beS ®^ftemS bon (S^abeUberger im befonberen bon $rof. 
^. ftrieg. Sttieite, berme^rte Sufiage. 1888. 2 SRarl 60 $f. 

ematten f. 8aufti(e. 

6tilifKt (Sine Slntoeifung aur «ludarbeitung fd)riftti(|er Sluffäl^ bon Dr. St on» 
rab 9Ri(^e(fen. droeite, burc^gefe^ene Sluflage, herausgegeben bon 
(£b. j3Ri(^eI|en. 1889. 2 aRarC. 

Sotulmtft. (gin Seitfaben fUr Se^rcr unb Scrncnbe ntf>^t einem Anfang über 
(£boreograp]^ie toon 8ernbarb fitem m. ©ed^dte, berbefferte unb \)ex» 
niebrte Auflage. SRit 82 Äbbilbungen. 1894. 2 SRarf 50 $f. 

SedlitQtogie, mediattifftc« 9}on St. b. 31^ er in g. aRit 163 Slbbilbungen. I888. 

4 SRarf. 

Seid)to»irtf4aft f. Sif(^au(^t. 

3:cIeg»<Mil|ie, elcrtrtfdie. «on «rof. Dr. ft. (Jb. 8cfef(fte. ©ed^Stc, »öaig um- 
gearbeitete Sluflage. mt 316 Slbbilbungen. 1883. 4 SRar!. 

Sietittf^t, lattbtviftfdiaftliflle. l8on Dr. (Eugen «Berner. SRit 20 StbbiU 
bungen. I88O. 2 SRart 50 ^. 

San, ber gute, f. Slnftanbslclgre. 

SfifHinenfc^att* öon g. SB. aHüffert. ©ritte, berbefferte unb öermcl^rte «tuf» 
läge. äRit 52 Slbbilbungen. 1895. 1 SRarl 80 $f. 

Sfigoniiiiictvie* «on granj »enbt. 8»eite, ermeiterte Stuf tage. SRit 42 
Stguren. 1894. 1 &ar! 80 ^. 

Xttntftmft. ©on Dr. SR. fit off. ©ed^gtc, berme^rte unb berbefferte Sluftage. 
SRtt 100 Slbbilbungen. 1887. ^ ' ^ n ^ ^^»^^ 

niinitadlcrhnm. «on §. ©. Küffcrt. S)rttte, boUftänblg neu bearbeitete 
Stuftage. 2Rlt 229 Slbbilbungen utt:b 7 lobcKen. 1886. 4 äRorl. 

ttnifovmrttttbc* ©on Ki4arb ftnötcl. SRit über 1000 (Jinielflguren ouf 
100 Xafeln, gcjeld^nct bom ©erfaffcr. 1896. 6 aRarf. 

Urtimbettref|re.-ftate(bi8mu« ber J>U>tomati!, ^aläograi)$ie, (£$ronologie unb 
©bfiragiftif »onDr. gr. Seift. 8»cite, berbefferte Stuflage. SRit 6 Safein 
Slbbilbungen. 1893. 4 aRarl. 

Sentifotiim f. ^eiaung. 

«erfafftmg bed 2>etttfd|cn {Reidied f. Keid^, ba» S)cutfd^e. 

®^^««»||8»cfett, ©on Dsfor ßemde. S^eite, »ermc^rte unb ber« 
befferte Sluftage. 1888. 2 aRarf 40 ^f. 

Ser^Mfl, bentf die. ©on Dr. «oberid^ »encbij. S)ritte, burd^gefebene unb 

^ berbef ferte Stuflage. 1894. 1 sfeart 60 *f. 

Saiieiitcntngdfimbe (^etrefaf tenfunbe , ^olöontologle). «on §H)polbt 

Oaa«. aRtt 178 Slbbilbungen. 1887. 8 aRorf. 
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Sinai mUb Kcitic QfawUieitl^aitfcr. Sott Q^ e o r g « ft e r. SRU 1 1 2 SCbMIbuttgen 
oon tBo^naebäuocn nebft ba^uoel^Sdoen ®runbriffen unb 28 tn bcn Zert 
gcbructtcn giguten. Sterte, toermcl^rte ttuflagc. 1896. 5 SRari. 

eSIIettoitbe* 8on Dr. ^eiitric!^ ed^urj^. aRit 67 HbbUbunflett. 1898. 

4 aRart. 

eaanreiti* Sttt mdW auf bte 3ett* ttitb etreitfragcn bei internationalen 
»ed^tes. eon«. eifc^of. 1877. i SRarl bO ipf. 

8oa8i9ivtf4aftdIeliYt* iBon ^n^o ^d^ober. gilnfte, burd^gefe^cne unb 
bctnte^rte Auflage bon Dr. Cb. O. @(§u(ae. 1896. 4 S)?art. 

8ovtra8, ndtabR^et, f. Kebefunft. 

fBo^^enfititbe f. ^atbil. 

fBcretthmbe* fßon C. ©d^itf. pnfte, berme^rte unb berbefferte Huflage, 
neu bearbeitet bon Dr. O. ^tppt, 1886. saRart. 

fBaff^erei, ncinigimg tmb fMeii^cteL Son Dr. ^erm. Orot^e. Qtotitt, 
boOftfinbig umgearbeitete Hufiage. SRit 41 ttbbllbungen. 1884. 2 fBHatt. 

0€ierei f. Gbinnerei. 

fBei^felveditr aU^tmOmi bcittfdic9. smt befonberer »crütfflc^ttgung ber 
tlbweic^ungen unb SufSle ber £)fterrct(^lf(ben unb Ungarifc^ IBed^fel« 
orbnung unb be8 («bgenofftfc^en Vk^\tU unb Sbed'^I^fcl^eS. Son ftarl 
nreni. dritte, gana umgearbeitete unb oerme^rte ftuftage. 1884. 2 SRart. 

IBeiitbaiu iBon $r. 3a c. Dod^nalgl. Dritte, berme^rte unb berbefferte 
Slufiage. aRit einem Sln^ange: 3){e itcDern^irtfc^aft. fßon 9i. b. Sabo. 
aRit 55 tibbilbungen. 1896. 2 IRarf 50 $f. 

fBcItgeff^idite, aflaemeiitc. Son Dr. Xbcobprf^Iat^e. S^eite Auflage. 
SRtt 5 Stammtafeln unb einer tabcOarifcben Uberflcbt. 1884. 8 SRarl. 

Sintevf^ort. SonaRa; Sd^neiber. aRit 140 Slbbilbungen. 1 894. 8 aRart. 

Bcttgbttttf f. Prberei. 

Bicrgftftnerei. eele^rung Aber «tntage, «uSfc^mücfung unb Unterl^altung 
ber Härten, fo »ie über eiumenau^t i)on ^erm. ^i^fl^T- Pnfte, ber« 
mehrte unb t^etbefferte Auflage. aRit 76 Slbbllbungen. 1889. 2 aRar! 50 9f. 

Bimmcrgftrtnerei* !Rebft einem «nl^ang Aber «niegung unb ftuSfi 



tlciner Mn^tn an ben iOSo^ngebäuben. Son aR. Se b 1. 3Rit 56 Slbbtlbungen. 
1890. 8 SRarl. 

3oo(0||ie* Con Dr. d. ®. Oicbri. SRit 124 ftbbilbungen. 1879. 

8 aRarf 50 ^. 

geraeic^ntffe mit ougfül^rfic^et Sn^aCtgangabe jebcg ctngdnen SBanbeg 
fielen auf SBunfd^ tojlenfrei ^ur g^erfuflunfl. 



]la:Ia00l«il|i|anDlaoii Hu XX »eta: in fei|i;ii|. 

(0ftober ^896.) 



5)ru(f bon 3. 3. «Beber in ßeipäig. 



dbyGoOgk 



dbyGoogk 



dby Google 



